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經魏德森及史都華改進成為最廣泛被使用的正交配置法 

 



 

圓柱形觸媒的徑向質傳
及反應 

  圓柱形觸媒粒子是化學工業上最常被使用的反應促進媒介，因此，其反應及質量

傳遞相關分析也備受重視。考慮圓柱形觸媒粒子的徑向滲透、質量傳遞及等溫催化反

應，所建立之數學模式為 
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  其中 y 為無因次濃度 ；x 為無因次半徑)/( CsCy = )/( Rrx = 。已知反應動力可利

用二次反應模式表示。 
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  試求圓柱形觸媒粒子的有效度係數 (Effectiveness Factor, η ) 與希笠模數 (Thiele 

Modulus, ) 之關係。其中 及Φ Φ η之定義分別為 

∫∫ ≡
⋅

=

=Φ
−

1

0

2

1
0

)()(
)1(

1 dxyfdVyf
fV

D
C

R

v

e

n

η

 

 

 

 

 10-2 



第 10 章 配重殘值法 

重殘值法 (Method of Weighted Residuals, MWR) 的基本觀念，是利用一組多項

式表示近似於問題的正確解，將正確解與近似解的誤差殘值，乘以適當的配重

函數後，使其總和或積分值最小化，以達到最接近正確解的目標。工程界採用 MWR

配重殘值法解決工程分析問題，約自 1960 年代開始，目前已有許多專書 [1 , 2 , 3 ] 詳

細討論這種方法，其應用廣見於流體力學、熱傳遞、質量傳遞、反應工程等各領域，

是一種相當有效率的數學工具。配重殘值法中，又以數學配置法最易於使用，近年來

已成為解微分方程式的數值方法中最廣泛被使用的方法之一。 

配 

第一節 配重殘值法基本原理 

  為了說明配重殘值法的基本想法與處理方法，我們首先以一個最簡單的邊界值常

微分方程式為例加以說明。 
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 (10-1.1) 

  假設θ ′′ 及θ′在 的區間內都是連續函數，則以上方程式的解也必然是一個

連續函數。根據本書第三章的說明，任何連續函數都可以利用一個多項式來代表；因

此，方程式 (10-1.1) 的解，可以利用一無限級數的和表示之。 
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其中 稱為基礎函數 (Basis Function)。由於 x 的範圍為)(xui 10 << x ，當 i 值增大時，

即快速變小；因此，為了簡化起見，考慮當 後 即可忽略，ix Ni > ix θ可以假設為利用

一個 (N+1) 次多項式近似之。 

∑∑
+

=

+

=

≡=≡
1

0

1

0

)(
N

i
ii

N

i

i
iN xuCxCθθ  (10-1.2) 

  由於 Nθ 為方程式 (10-1.1) 的近似解，因此， Nθ 也要滿足微分方程式的兩個邊界

條件，BC1 及 BC2；將 Nθ 代入邊界條件 BC1 中，得到： 

1)0(BC1 0 == CNθ  (10-1.3) 
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將 Nθ 代入邊界條件 BC2 中，得到： 
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或將此方程式整理後得到 

∑
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iCiC  (10-1.4) 

  將方程式 (10-1.3) 及 (10-1.4) 代回方程式 (10-1.2)，則θ的近似解表示式可以改

寫成為 
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  此方程式中含有 總共 N 個未定係數，因此，需要再利用 N 個滿

足微分方程式 (10-1.1) 的條件來決定這些係數。 
132 ,,, +NCCC LL

  為了簡化說明起見，首先考慮 1=N 的情況，亦即 ，則方程式 

(10-1.5) 可簡化成 

∑
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21 xxCx
−+−=θ  (10-1.6) 

  以上步驟為建立微分方程式近似解表示式的方法。其次要考慮如何決定未定係數

。為了簡化說明起見，將微分方程式寫成 的形式；若近

似多項式 (10-1.2) 完全滿足原微分方程式，則代入微分方程式將得到

132 ,,, +NCCC LL 0},{ =yxL

0},{ =NxL θ 。

但由於如前面所說明 Nθ 為近似解，將 Nθ 代入微分方程式 中，結果不一定能得

到零。因此，定義

},{ yxL

Nθ 代入微分方程式所得到的殘值為 },{ NxLR θ= 。 

  將方程式 (10-1.6) 代入原方程式，得到殘值為 

xCxR −=−′′= 21 2θ  (10-1.7) 

  若 1θ 為正確解，則殘值 。但由方程式 (10-1.7) 可以知道，由於 x 位於 0 與 1

間 ，因此，我們若選定某一特定 值，必能使殘值 R 在 間的某一點

0=R

)10( << x 2C 10 << x
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第 10 章 配重殘值法 

時為零，而在其他 x 位置的殘值 R 則可能大於或小於零。可是需注意由於 Nθ 只是一個

近似解，如果殘值 R 在每一 x 位置都等於零，當然是最好的解答，否則也可以退而求

其次，要求殘值 R 在所考慮區間 10 << x 內的某一種平均值為零，亦即，讓殘值 R 的

配重積分為零，亦不失為一良好的近似解。這種觀念以數學式表示，即為 

∫ ==
1

0
,,2,1,0 NjdxRW j L  (10-1.8) 

  亦即，只要給定配重函數 ，利用方程式 (10-1.8) 執行積分後，即可求解未定

係數 。然後，代回

jW

iC Nθ 的表示式 (10-1.2)，即可求得微分方程式的近似解 Nθ 。以上

所說明的就是配重殘值法的基本想法與步驟，加以整理如下： 

1. 利用一個多項式 作為微分方程式∑
+

=

=
1

0

N

i

i
iN xCθ 0},{ =yxL 的近似解； 

2. 使多項式滿足微分方程式的邊界條件，並簡化 Nθ 表示式； 

3. 代入微分方程式 ，求出殘值的表示式0},{ =yxL },{ NxR θ= ； 
4. 定義配重函數 ； jW

5. 使配重殘值的積分式為零，即 ；可以建立 N 個未定

係數 的聯立方程式； 
∫ ==

1

0
,,2,1,0 NjdxRW j L

iC

6. 解聯立方程式，找出近似多項式的未定係數 ； iC

7. 代回原近似多項式 ，建立微分方程式的近似解； ∑
+

=

=
1

0

N

i

i
iN xCθ

8. 利用適當內插法，計算微分方程式在特定位置的解。 

  配重殘值法 (Methods of Weighted Residuals) 的基本想法如前面的介紹，但配重

函數 有多種不同的選擇。依所選擇配重函數 的不同，對應的配重殘值法即

有不同的名稱及不同的特性，以下分別簡要介紹之。 

)(xW j )(xW j

1. 配置法 (Collocation Method) 
 配置法的配重函數 定義為 )(xW j

⎪⎭
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　﹔　

;0

;1
,......,3,2,1)()( δ  (10-1.9) 

 其中 稱為配置點  (Collocation points)。jx δ 稱為 Dirac Delta 函數，假設殘值

},{ NxLR θ= 函數在所考慮的控制體積 V 之外不存在，則配重殘值積分式可以寫
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成 
0)()()( ≡=−∫

V
jj xRdxxxxR δ  

 這種方法表示在配置點位置上的殘值一定為零。當 N 值增大時，殘值 會在

越多的點上為零，使得近似解趨近於實際解。 

)(xR

 蘭若斯 (Lanczos, C. 1938) 選擇柴比雪夫多項式 (Chebyshev Polynomial) 作為基

礎函數 ，柴比雪夫多項式是一種正交多項式。蘭若斯並利用柴比雪夫多項

式的根作為配置點，這種方法即稱為正交配置法 (Orthogonal Collocation)。 

)(xui

2. 巴諾夫 - 葛勒金法 (Bubnov-Galerkin Method) 

 在配重殘值法中最有名的方法，可能就是巴諾夫 - 葛勒金法。在這種方法中，

定義配重函數 為基礎函數 對未定係數 的導函數，以數學式表示為 )(xW j )(xu j jC

Njxu
C

xW j
j

N
j ,......,3,2,1;)()( =≡

∂
∂

=
θ  (10-1.10) 

 在這種方法中， 為一組基礎函數之一，使得在所考慮控制體積內，任何函

數都可以利用這組基礎函數表示之，

)(xu j

∑= iiuaf 。因此，當 N 趨近於無窮大

時，近似解在所考慮的空間內即能代表正確解。 

3. 高斯 - 李根德最小平方法 (Gauss-Legendre Least Square Method) 

 高斯 - 李根德最小平方法的基本觀念，是利用殘值的平方積分式為零，找出讓

殘值最小化的未定係數。 [ ]∫=Ι
v

dVxRc )(Min)]([Min 2 。亦即， 

NjdV
C

xRxR
C

v jj
,,2,1,0)()(2 L==

∂
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Ι∂

∫  

 由以上關係式，可以建立 N 組代數方程式。這種方法極具有數學意義，理論上

是強迫讓誤差值的平方和達最小化。由上一方程式，比較配重函數之定義，可

知這種方法的配重函數 為 )(xW j

Nj
C
RxW

j
j ,......,2,1;)( =

∂
∂

=  (10-1.11) 

 最小平方法在許多工程應用上常被使用，但由於使用殘值的平方積分式，也很

容易產生很困擾的代數方程式。 
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第 10 章 配重殘值法 

3. 慣量法 (Method of Meoments) 

 慣量法最先被應用在非線性滲透 (Non-linear Diffusion) 及流體力學中的層流境

界層 (Laminar Boundary Layer) 問題的解析上，基本上要求殘值的連續階次慣量

為零。亦即配重函數為 

NjxxW j
j ,......,2,1;)( 1 == − 　  (10-1.12) 

 第一階近似慣量法的結果，與考慮整個區間視為一個子區間的區間法相同，這

種近似法在層流境界層問題的解析上亦稱為馮卡門及薄豪森近似法 (von Karman 

& Pohlhausen Similarity)。 

4. 副區間法 (Subdomain Method) 

 副區間法是將原來的區間 (0 , 1) 分割成 N 個副區間，並定義配重函數為 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =<<

= −

在其他範圍　　　

　　　　　

x

Njxxx
xW jj

j ;0

,......,2,1;;1
)( 1  (10-1.13) 

例題 10-1 配重殘值法 

  試利用各種不同的配重殘值法解邊界值常微分方程式 (BVP-ODE) 

0)1()1(2BC
1)(1BC

10,)(

=+′
=

<<=′′

θθ
θ

θ

　　

　　

　

x
xxx

 

【註】正確解為 3

6
1

6
51 xx +−=θ  

解：  
1. N = 1； )

2
3(

2
1 2

2 xxCx
−+−=θ ；殘值表示式為 

xCxxR −=−′′= 21 2)(θ  

 根據 MWR 的基本原理： ，以下以各種不同配重函數，建立未定係數

的值。 
∫ =

1

0
0WRdx

2C

(1) 配置法：配重函數為 )( 1xxW −= δ  

 令配置點 ；得5.01 =x 005.02 2 =−= CR ，即 25.02 =C ，近似函數為 
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2
1 4

1
8
71 xx +−=θ  

 若令 ；則得 。近似函數為 6.01 =x 3.02 =C

2
1 3.095.01 xx +−=θ  

 注意：配置法所得結果會因配置點位置的選擇而異。 

(2) 巴諾夫 - 葛勒金法：配重函數為 xx
C

xW
2
3)( 2

2

1 −=
∂
∂

=
θ  

0
4
1

6
5)2)(

2
3( 20

1

0 2
2 =+−=−−=∫ ∫ CdxxCxxWRdx

i
　  

 故 ； 。 3.02 =C 2
1 3.095.01 xx +−=θ

(3) 最小平方法：配重函數為 2)(
2
=

∂
∂

=
C
RxW  

014)2(2 2

1

0 2

1

0
=−=−= ∫∫ 　　 CdxxCWRdx  

 故 ；25.02 =C 2
1 4

1
8
71 xx +−=θ 。 

(4) 慣量法：配重函數為  10
1 == x(x)W

0
2
12)2( 2

1

0 2

1

0
=−=−= ∫∫ 　　 CdxxCWRdx  

 得到
4
1

2 =C ； 2
1 4

1
8
71 xx +−=θ 。 

(5) 副區間法：配重函數為 10;1)( <<= xxW  

2
12)2( 2

1

0 2

1

0
−=−= ∫∫ CdxxCWRdx  

 得到
4
1

2 =C ； 2
1 4

1
8
71 xx +−=θ 。 

2. N = 2；考慮二階近似函數，即取 N = 2；由方程式 (10-1.5) 得二階近似解為 

)2()
2
3(

2
11 3

3
2

22 xxCxxCx −+−+−=θ  

 代回原微分方程式，得到殘值為 xxCCxR −+=−′′= 322 62θ  
(1) 配置法：配重函數為 )( jj xxW −= δ ； 2,1=j  
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 令配置點為
3
1

1 =x 及
3
2

2 =x ；則得配置點殘值為 

0
3
2

3
262

0
3
1

3
162

32
3
2

32
3
1

=−⋅+=

=−⋅+=

=

=

CCR

CCR

x

x
 

 解之，得 ，且02 =C
6
1

3 =C ，代回原近似函數方程式，得到微分方程式的二

階近似解為 

3
2 6

1
6
51 xx +−=θ  

 與正確解相同。 

(2) 巴諾夫 - 葛勒金法：配重函數為
j

N
j C

xW
∂
∂

=
θ
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2)(

2
3)(
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 配重積分式可以分成兩組 

0
15
7

5
14

2
3)62)(2(

0
4
1

2
3

6
5)62)(

2
3(

32

1

0

1

0 32
3

2

32

1

0 32
21

0 1

=+−−=−+−=

=+−−=−+−=

∫ ∫

∫∫
CCdxxxCCxxRdxW

CCdxxxCCxxRdxW
 

 解以上二聯立方程式，得到
6
1,0 32 == CC 。亦即近似解為 

3
2 6

1
6
51 xx +−=θ  

 亦與正確解完全相同。 
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表 10.1 配置法與葛勒金法準確度之比較 

N = 1 N = 2 
x 正確解 

配置法* 葛勒金法 配置法 葛勒金法 

0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 

0.9168 
0.8347 
0.7545 
0.6773 
0.6042 
0.5360 
0.4738 
0.4187 
0.3715 

0.908 
0.822 
0.742 
0.668 
0.600 
0.538 
0.482 
0.432 
0.388 

0.908 
0.822 
0.742 
0.668 
0.600 
0.538 
0.482 
0.432 
0.388 

0.9168 
0.8347 
0.7545 
0.6773 
0.6042 
0.5360 
0.4738 
0.4187 
0.3715 

0.9168 
0.8347 
0.7545 
0.6773 
0.6042 
0.5360 
0.4738 
0.4187 
0.3715 

* 配置法 N = 1 時，配置點選用 x = 0.6；若配置點選用 x = 0.5，則結果略差。 
 

  由本例可發現各種配重殘值法均能很快地獲得此問題的近似解。但一般而言較低

階的近似解，以葛勒金法能獲得較佳的結果。高階近似解則各方法所得結果都相當準

確，但由於配置法只需解一組代數聯立方程式，即可求得係數 ，而其他方法則均須

先作積分處理，因此，N 值較大時，配置法最具使用潛力，而且程式設計也最容易。

因此，本章其餘各節將著重於各種數學配置法的介紹。 

iC

第二節 配重殘值法的應用 

  為了說明配重殘值法的基本使用方法，其次再以圓柱狀觸媒粒子的徑向質傳滲透

及等溫 n 次非可逆反應模式為例，說明配重殘值法的應用方法。 

01 2
2

2

=Φ−+ ny
dx
dy

xdx
yd  (10-2.1) 

11BC2

00BC1

==

==

yx
dx
dyx

時，

時，  

  其中 為無因次濃度，sCCy /= Rrx /= 為無因次半徑， Φ 稱為希笠數  (Thiele 

modulus)。觸媒粒子的有效度係數為 

∫=
1

0

2ydxη  (10-2.2) 
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 最低階配重殘值法y1 (x) 
  當 時，考慮滿足兩個邊界條件即方程式 (10-2.1) 的最低階近似函數為  

，代入方程式 (10-2.1) 得到殘值表示式為 

1=n )(1 xy

)1(1 2
1 xa −+=

[ ])1(14},{},{),( 2
1

2
1111 xaaxyLxyLxaR −+Φ−−=−=  (10-2.3) 

  根據配重殘值法的定義 

∫∫∫∫∫ =⋅== 220 WRdrLrLdrWRWRdV
v

ππ  

或  (10-2.4) ∫ =
1

0

2
11 0)(),( dxxWxaR

1. 配置法 
 配重函數為 1,)()( =−= jxxxW jj δ ；令 2/11 =x ，代入方程式  (10-2.4) 得到

[ ] 014)( 14
32

1111 =+Φ−−= aaxaR ， ，故得到未定係數 值及一階近似函數 為 1a )(1 xy

2

22

1
22

1

)
2

(
4
31

)
2

()
2

(
4
11

;)316/(4
Φ

+

Φ
+

Φ
−

=Φ+Φ−=

x

ya  (10-2.5) 

 觸媒粒子的有效度係數為
2

2

1

)
2

(
4
31

)
2

(
4
11

Φ
+

Φ
+

=η 。 

2. 葛勒金法 
 配重函數為 ，或 ；代入方程式 (10-2.4) 

得到 ，積分後得到未定係數 值及一階近似函數 為 

jNj ayxW ∂∂= /)( )1(/)( 2
11 xayxW −=∂∂=

∫ =−
1

0

22
11 0)1)(,( dxxxaR 1a )(1 xy

2

22

1
22

1

)
2

(
3
21

)
2

()
2

(
3
11

;)212/(3
Φ

+

Φ
+

Φ
−

=Φ+Φ−=

x

ya  (10-2.6) 
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 觸媒粒子的有效度係數為
2

2

1

)
2

(
3
21

)
2

(
6
11

Φ
+

Φ
+

=η 。 
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3. 副區間法 
 配重函數為 jjj xxxxW <<= −11)( ， ；其他區間 0)( =xW j 。代入方程式 (10-2.4) 得

到 ，積分後得到未定係數 值及一階近似函數 為 ∫ =
1

0

2
11 0),( dxxaR 1a )(1 xy

2

22

1
22

1

)
2

(
2
11

)
2

()
2

(
2
11

;)8/(2
Φ

+

Φ
+

Φ
−

=Φ+Φ−=

x

ya  (10-2.7) 

 觸媒粒子的有效度係數為
2

1

)
2

(
2
11

1
Φ

+
=η 。 

4. 慣量法 

 配重函數為 ；代入方程式 (10-2.4) 得到  1)( 0)1(2 === − xxxW j
j ∫ =

1

0

2
11 0),( dxxaR

 ，積分後得到未定係數 值及一階近似函數 為 1a )(1 xy

2

22

1
22

1
)

2
(

2
11

)
2

()
2

(
2
11

;)8/(2
Φ

+

Φ
+

Φ
−

=Φ+Φ−=

x

ya  (10-2.8) 

 觸媒粒子的有效度係數為
2

1

)
2

(
2
11

1
Φ

+
=η 。 

5. 最小平方法 
 配重函數為殘值對未定係數之微分， jNj aRxW ∂∂= /)( ，或 =∂∂= 11 /)( aRxW  

；將配重函數代入方程式  (10-2.4) 得到  

，積分後得到未定係數 值及一階近似函數 為 

)1(4 22 x−Φ−− ∫ −Φ−−
1

0

2
11 1(4)[,( xaR

0)] 22 =dxx 1a )(1 xy

42

224

1
42

22

1

)
2

(
3
1)

2
(1

)
2

)()
2

(
2
11()

2
(

6
11

;

12
14

)
8
11(

Φ
+

Φ
+

ΦΦ
++

Φ
−

=
Φ+Φ+

Φ+Φ−
=

x

ya  (10-2.9) 

 觸媒粒子的有效度係數為
42

42

1

)
2

(
3
1)

2
(1

)
2

(
12
1)

2
(

2
11

Φ
+

Φ
+

Φ
+

Φ
+

=η 。 
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方法比較： 

  當 時，比較各種方法所得結果，如表 10.2 所示。可以發現葛勒金法結果最

佳。 

2=Φ

表 10.2 一階配重殘值法所得結果之比較 

x 正確解 泰勒級數 配置法 葛勒金法 副區間法 最小平方法 

0.000 0.439 0.50 0.429 0.400 0.333 0.357 

0.200 0.456 0.52 0.451 0.424 0.360 0.383 

0.400 0.512 0.58 0.520 0.496 0.440 0.460 

0.600 0.611 0.68 0.634 0.616 0.573 0.589 

0.800 0.768 0.82 0.794 0.784 0.760 0.769 

1.000 1.000 1.00 1.000 1.000 1.000 1.000 

有效度 0.6978 0.7500 0.7143 0.7000 0.6667 0.6786 

誤 差  7.48% 2.36% 0.32% −4.46% −2.75% 

 

 高階配重殘值法yN (x) 
  當 時，考慮滿足兩個邊界條件及方程式 (10-2.1) 的 N 階近似函數為1=n =Ny   

，其中∑=
+

N

i iia
10 φφ 0φ 為滿足微分方程式邊界條件的函數， iφ 為滿足微分方程式均勻

邊界條件 (homogeneous boundary conditions) 的函數。就方程式 (10-2.1) 而言， 

L,2,1,)1(,1 )1(22
0 =−== − ixx i

iφφ  (10-2.10) 

  或將 N 階近似函數寫成下式，其中令  4/, 22 Φ== pxu

∑

∑

=

−

=

−

−+=

−+=

N

i

i
iN

N

i

i
iN

uauuy

xaxxy

1

1

1

)1(22

)1(1)(

)1(1)(
 (10-2.11) 

  方程式 (10-2.1) 可以改寫成 
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∫∫ ==

≥=
∂
∂

==

=−+

1

0

1

0

2

2

2

0,1,1:BC

0

duydxy

k
u

yyu

py
du
dy

du
ydu

NNN

k

k

η

有限值處在  (10-2.12) 

  將方程式 (10-2.11) 代入方程式 (10-2.12)，經整理後，得到 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−−=

−=

∑∑
=

−−−

=

N

i

i
i

ii
N

i
i

NN

uaupuiuia

uyLuyLuaR

1

11222

1

)1(1)1(

},{},{),(

 (10-2.13) 

  根據配重殘值法的定義 

∫∫∫∫∫ =⋅== 220 WRdrLrLdrWRWRdV
v

ππ  

  即 ∫ 或再寫成 u 的函數為 =
1

0

2
11 0)(),( dxxWxaR

NiduuWuaR jN ,,2,1,0)(),(
1

0
L==∫  (10-2.14) 

  將方程式 (10-2.13) 代入方程式 (10-2.14)，積分結果可以寫成以下的矩陣形式， 

ji

N

i
jiji pCapBA

CpaBpA

=+

⋅=⋅+

∑
=1

)(

)(

 (10-2.15) 

  其中矩陣A , B 及C 分別因配重函數 的定義而會有改變。解方程式 (10-2.15) 

得到未定係數陣列為 

)(uW j

CpBpAa ⋅⋅⋅+= −1)(  (10-2.16) 

  將此結果代入方程式 (10-2.11)，即可得到微分方程式的近似解。同時，也可以求

得觸媒的有效度係數為 

∑∫ ∑∫
==

−

+
+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+==

N

i

i
N

i

i
iNN ii

a
duuauduy

1

1

0
1

11

0 )1(
1)1(1η  (10-2.17) 
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1. 配置法 
 配重函數為 NjuuuW jj ,,2,1,)()( L=−= δ ；代入方程式  (10-2.13) 及方程式 

(10-2.14)，得到 

[ ] 0)1(1)1(),(
1

11222

1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−−= ∑∑

=

−−−

=

N

i

i
jij

i
j

i
j

N

i
ijN uaupuiuiauaR  

 或 

[ ] [{ } pauupuiui i

N

i

i
jj

i
j

i
j =−−−−∑

=

−−−

1

11222 )1()1( ]  

 與方程式 (10-2.15) 比較，得到矩陣A , B 及C分別為 

[ ]

1

)1(

)1(
1

1222

=

−=

−−=
−

−−

j

i
jjji

i
j

i
jji

C

uuB

uiuiA

 (10-2.18) 

 若考慮使用等間距配置點，由於 1,0 10 == +Nuu ，則 )1/( += Nju j ，代回方程式 

(10-2.17)，得到 

1

)
1

)(
1

1(

)
1

()
1

()1(

1

1222

=
++

−−
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

+
−=

−

−−

j

i
ji

ii
ji

C
N

j
N

NjB

N
ji

N
jiA

 (10-2.19) 

2. 葛勒金法 
 配重函數為 ；代入方程式  (10-2.13) 及方程

式 (10-2.14)，得到

1)1()(/)( −−==∂∂= j
jjNj uuuayuW φ

∫ =− −1

0

1 0)1)(,( duuuuaR j
N ，積分展開後，得到矩陣A , B，及

C分別為 

[ ]
))(1)(2(

2
)1()1(

1

0

11222

jijiji
jiji

duuuuiuiA jii
ji +−+−+

−+
=−−−= ∫ −−−  

[ ]
)1)()(1(

2)1(
1

0

22

+++−+
−

=−−= ∫ −+

jijiji
duuuB ji

ji  (10-2.20) 

)1(
1)1(

1

0

1

+
=−= ∫ −

jj
duuuC j

j  
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3. 副區間法 
 配重函數為 jjj uuuuW <<= −1,1)( ；其他區間 0)( =uW j 。代入方程式 (10-2.14)，

得到 ∫
−

=
j

j

u

u N duuaR
1

0),( 。將方程式 (10-2.13) 代入，積分後得到得到矩陣A , B，

及C分別為 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

1

1
1
1

11

1
1
1

11222

1

1

1

1
1

1)1(

)1()1(

−

−
+
−

+−

−
−
−

−−−

−==

−−−
+

=−−=

−−−−=−−=

∫

∫

∫

−

−

−

jj

u

uj

i
j

i
j

i
j

i
j

u

u

i
ji

i
j

i
j

i
j

i
j

u

u

ii
ji

uuduC

uu
i

uu
i

duuuB

uuiuuiduuiuiA

j

j

j

j

j

j

 (10-2.21) 

 若考慮使用等間距區間，由於 1,0 10 == +Nuu ，則 )1/( += Nju j 。 

4. 慣量法 
 配重函數為 ；代入方程式  (10-2.13) 及方程式  (10-

2.14)，得到 

NjuuW j
j ,,2,1,)( )1( L== −

[ ]∫ ∑∑

∫
−

=

−

=

−−

−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−−=

=

1

0

1

1

1

1

1222

11

0

)1(1)1(

0),(

duuuaupuiuia

duuuaR

j
N

i

i
i

N

i

ii
i

j
N

 

 積分後得到矩陣A , B，及C分別為 

[ ]
)1()2(

)1()1(
22

11

0

122

−+
−

−+
−

=−−= −−−∫ ji
i

ji
iduuuiuiA jii

ji  (10-2.22) 

))(1(
1)1(

1

0

11

jiji
duuuuB ji

ji +−+
−

=−= ∫ −−  

j
duuC j

j
11

0

1 == ∫ −  

5. 最小平方法 
 配重函數為殘值對未定係數之微分， jNj aRuW ∂∂= /)( ，或  

；將此配重函數代入方程式 (10-2.14)，並將方程式 (10-2.13) 

代入，積分後可以得到矩陣A

−−= −22)1()( j
j ujuW

112 )1( −− −− jj uupuj

 , B，及C。由於積分冗長，不予列出。 
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計算方法與使用策略 

  配重殘值法的計算方法，可以歸納如下： 

1. 利用一個多項式 作為微分方程式∑
=

+=
N

i
iiN ay

1
0 φφ 0},{ =uyL 的近似解； 

2. 代入微分方程式 ，求出殘值的表示式0},{ =uyL },{},{ uyLuyLR N −= ； 
3. 選擇使用的配重殘值法，定義配重函數 ； jW

4. 使殘值的配重積分值為零 

∫ ==
1

0
,,2,1,0),()( NjduuaRuW Nj L  

5. 建立N個未定係數陣列a的聯立方程式； 

ji

N

i
jiji pCapBA

CpaBpA

=+

⋅=⋅+

∑
=1

)(

)(

 

6. 利用數值方法解聯立方程式，找出近似多項式的未定係數陣列a； 

7. 代回原近似多項式 ，建立微分方程式的近似解； ∑
=

+=
N

i
iiN ay

1
0 φφ

8. 利用適當內插法，計算微分方程式在特定位置的解。 

  以上所述之計算邏輯如圖 10.1 所示；利用 Excel 或高斯消去法，都可以很輕易地

建立所需的程式。利用 Excel 所建立程式如圖 10.2 所示。程式編寫細節可參考本書所

附光碟。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 10.1 配重殘值
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法的邏輯圖 
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圖 10.2 (a) 利用 Excel 編寫配重殘值法的範例，配置法。將微分方程式的求解，變成簡單

的矩陣運算。利用 Excel 即可輕易地完成任務，N=3 所得結果與正確解相當一致。 
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圖 10.2 (b) 利用 Excel 編寫配重殘值法的範例，配置法。N=5 所得結果。 
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第三節 數學配置法 

  上一節中，我們利用簡單的線性問題為例，說明了各種 MWR 配重殘值法及其特

性，本節中則將針對配置法作較詳盡的討論。使用配置法的時候，近似函數及配置點

的選擇方法大致可分成三類： 

1. 內部配置法 (Interior Collocation) 

 所選用的近似函數滿足邊界條件，配置點選擇位於微分方程式所考慮的區間

內，以決定未定係數。 

2. 邊界配置法 (Boundary Collocation) 

 所選用的近似函數滿足原微分方程式，而配置點則在邊界上選取，以決定未定

係數。 

3. 混和配置法 (Mixed Collocation) 

 所選用的近似函數為任意函數，其未定係數由所考慮區間內及邊界上選定的配

置點來決定。 

  配置法常見於邊界值常微分方程式、特徵值問題 (Eigenvalue Problem) 及偏微分

的求解。以下再利用幾個例題加以說明。 

例題 10-2 一次元熱傳導 (K≠ 常數) 
  一平板厚度為 L，兩側溫度分別為 及 。其能量平衡方程式為 0T 1T

Lx
dx
dTTk

dx
d

<<= 0;0)( ］［  (10-3.1) 

  BC1 0)0( TT =

  BC2 1)( TLT =

  此平板的熱傳導率與溫度關係為 )()( 00 TTkTk −+= α ，試求其溫度分布。 

解：  
  令無因次溫度及無因次長度分別為 
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Lx
TT
TT

/
01

0 =
−
−

= ξθ  

則原微分方程式可以改寫成 

10;0)1( <<=+ ξ
ξ
θθ

ξ
］［

d
da

d
d  (10-3.2) 

1)1(
1)0(

=
=

θ
θ

 

其中 00 /)( kTTa −=α ；為了簡化說明起見，令 1=a ，則滿足邊界條件的基礎函數，可

以寫成 

∑
=

+ −+=
N

j

j
jC

1

1
N )( ξξξθ  (10-3.3) 

若取 N = 2，其殘值為 

22
21

21
3

2
2

1

)13()12(1

)62()()(1

)1(

］　　［

］［

］［

−+−+

++⋅−+−++=

+=

ξξ

ξξξξξξ

ξ
θ

θ
ξ

CC

CCCC

d
d

a
d
dR N

N

 (10-3.4) 

配置點取為
3
1

1 =ξ 及
3
2

2 =ξ ，代入殘值表示式，並讓殘值在配置點上為 0，則得 

1916.0
5992.0

2

1

=
−=

C
C

 

故得θ的二階近似解為 

32
2 1916.05992.04076.1 ξξξθ +−=  

或溫度分布近似解為 

］［ 32
010 )(1916.0)(5992.0)(4076.1)(

L
x

L
x

L
xTTTT +−−+=  

例題 10-3 非線性微分方程式 

  試利用數學配置法解非線性微分方程式。 
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10;)exp(2

2

<<= θθθ
dx
d  (10-3.5) 

0)1(2BC
0)0(1BC

=
=

θ
θ

 

解：  
  滿足邊界條件的基礎函數可為 

∑
=

+ −=
N

j

j
jN xxC

1

1 )(θ  (10-3.6) 

考慮最簡單的情況，N = 1，即 。則殘值為 )( 2
11 xxC −=θ

］［　 )(exp2)exp( 2
1112

1 xxCC
dx
d

R −−=−= θ
θ  (10-3.7) 

取配置點為 ；令 R 在配置點上為 0，得到 5.0=x

0
4
1exp2 11 =−− ］［ CC  

利用牛頓法求得上式的解為 。故44712.01 =C 1θ 為 

)1(44712.01 −= xxθ  

與正確解之比較如下表，結果顯示用最簡單的近似解，效果還不錯呢！ 
 

x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
正確解 −0.0414 −0.0733 −0.0958 −0.1092 −0.1137 

1θ  −0.0402 −0.0715 −0.0939 −0.1073 −0.1178 
誤差% 2.8 2.4 1.99 1.73 1.69 

 

第四節 正交配置法 

  配置法使用方便，但其準確度卻決定於基礎函數的選擇、N 值的大小及配置點的

選擇。1938 年蘭若斯 (Lanczos) 提議利用正交多項式 (Orthogonal Polynomials) 作為

基礎函數，並以正交多項式的根作為配置點；後來再經過魏德森及史都華 (Villadsen 

and Stewart) 的改進，目前已成為被使用得最廣泛的配置法，通稱為「正交配置法」 
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(Orthogonal Collocation Method)。 

  正交配置法基本上是以正交多項式作為基礎函數；如果基礎函數的最高次數為

N，則利用 N+1 次的正交多項式的根作為配置點。由於正交多項式具有許多易於處理

的數學特性，因此，正交配置法基本原理雖與前述配置法完全一致，但使用上卻可善

用正交多項式的特性，使處理方法更為簡化，更適於利用計算機來求解。 
  假設一微分方程式的近似解，可以利用一組正交多項式 的線性和來表示， )(xP

∑
+

=
−=

2

1
1 )()(

N

i
iiN xPxy α  (10-4.1) 

  在以上的方程式中總共有 N+2 個未定係數 iα ，但近似解 的下註標只寫成 N，

是由於邊界值常微分方程式 (BVP ODE) 的兩個邊界條件已經可以決定兩個

Ny

iα 值，只

需要再利用 N 個內部配置點即可以決定所有 iα 值，故寫成 ；其中，N 代表所需的

內部配置點數。 
Ny

  正交多項式 可以寫成多項式的一般表示式 )(xP

∑
=

=
m

j

j
jm xxP

0

)( β  (10-4.2) 

其正交性質為 

1,,2,1,0;0)()()( −==∫ mkdxxPxPxW
b

a mk L  (10-4.3) 

  其中 為邊界值常微分方程式的定義範圍，通常都先利用座標變換轉移成 (0 , 

1)，以便處理。 

),( ba

  將方程式  (10-4.2) 代入方程式  (10-4.1) 中，可將基礎函數 改寫成以下的方

式，以利計算處理： 
Ny

∑
+

=

−=
2

1

1
N

i

i
iN xdy  (10-4.4) 

  假設可以利用適當方法得到配置點，則在配置點 位置上的函數值 為 jx Ny

2,,2,1;)(
2

1

1 +== ∑
+

=

− Njxdxy
N

i

i
jijN L  (10-4.5) 

1,0 21 == +Nxx  

  而在配置點 位置上， 的一次及二次導函數，亦可分別由方程式 (10-4.4) 對 xjx Ny
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作微分，得到 

∑
+

=

−−=
2

1

2)1()(1 N

i

i
jijN xidxy

dx
 (10-4.6) 

∑
+

=

−−−=
2

1

3
2

2

)2)(1()(
N

i

i
jiiN xiidxy

dx
d  (10-4.7) 

  令矩陣Q  , C 及 D分別為 

3

2

1

)2)(1(

)1(
−

−

−

−−=

−=

=

i
jji

i
jji

i
jji

xiiD

xiC

xQ

 (10-4.8) 

  令陣列 [ ] [ ]TN
T

NNNN ddddxyxyxyy LL 2121 ,)()()( == ，則方程式 (10-

4.5) , (10-4.6) 及 (10-4.7) 分別改寫成矩陣符號後，得到 

dQy =  (10-4.9) 

dCy
dx
d

=  (10-4.10) 

dDy
dx
d

=2

2

 (10-4.11) 

  根據方程式 (10-4.8) 可知，若已知配置點位置，則矩陣 Q  , C 及 D 都可以很快

的計算出來。而由方程式 (10-4.9)，可以將未定義的係數陣列 d 表示成配置點上的函

數值 y 的關係 

yQd 1−=  (10-4.12) 

  將上式代回方程式 (10-4.10) 及方程式 (10-4.11) 中，可以分別得到 

yAyQCdCy
dx
d

≡== −1  (10-4.13) 

yByQDdDy
dx
d

≡== −1
2

2

 (10-4.14) 

  根據方程式 (10-4.8) 可知，若選定一組配置點 ，則 及 均可直接求

得，而上二方程式中

jx jiji CQ , jiD
11 , −− == QDBQCA 也都可以利用矩陣操作很快的求得。因此，可

將微分方程式中的一次及二次導函數項，都表示成配置點位置的函數值 y 的線性函數，

而將原微分方程式轉化成一組聯立代數方程式。矩陣 A 及 B 即稱為微分操作矩陣。
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利用微分操作矩陣，可以將微分方程式改寫成函數值 y 的線性函數，亦即變成一組線

性聯立方程式。利用高斯消去法或適當數值方法，即可求得在配置點處的函數值 y 。 

  以上所說明的正交配置法基本邏輯，可以歸納如下： 
1. 利用正交多項式的解，得到一組配置點 ； jx

2. 利用方程式 (10-4.8) 及配置點 ，建立矩陣jx Q  , C 及 D； 

3. 建立一次微分操作矩陣 yAy
dx
d

≡ ，其中 1−= QCA ； 

4. 建立二次微分操作矩陣 yBy
dx
d

≡2

2

，其中 1−= QDB ； 

5. 利用邊界條件建立 及 的表示式 ( 在本章第五節中詳細說明 )； 1y 2+Ny
6. 將微分操作矩陣代入原微分方程式，建立函數值 y 的聯立方程式； 

7. 利用高斯消去法或其他適當數值方法，求解函數值 y 的聯立方程式； 

8. 利用適當內插法，建立特定點之函數值 y。 

例題 10-4 利用配置法解邊界值常微分方程式 

1)1(2BC
0)0(1BC

0)()1( 2
2

2

=
=

=++

y
y

dx
dy

dx
ydy

 

解：  
  為了說明起見，我們只考慮最簡單的情況 1=N ，則 2+N 個配置點分別為 =1x  

及 。根據方程式 (10-4.8) 得2/1,0 2 =x 13 =x Q  , C 及 D分別為 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

−

−

210
110
010

;)1(

111
4
1

2
11

001
;

2

1

CxiC

QxQ

i
jji

i
jji
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−−= −

200
200
200

;)2)(1( 3 DxiiD i
jji 　　  

矩陣 Q　的反矩陣 1−Q　 可利用高斯約旦法求得為 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−=−

242
143

001
1Q　  

因此，微分操作矩陣可分別根據其定義求得。 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−
==

−

−

484
484
484

341
001
143

1

1

QDB

QCA

　

　

 

代回原微分方程式得到 

2,,2,1;0)1( 2
2

1

2

1

+==++ ∑∑
+

=

+

=

NjyAyBy
N

i
iji

N

i
ijij L］［］［  

  由於 ，只剩下 未知，因此，只考慮1,0 321 === + yyy N 2y 1=N 且 的情況，由

上式得 

2=j

0)()484)(1( 2
313212 =+−++−+ yyyyyy  

  將 及 代入，得1y 3y 01)84)(1( 22 =+−+ yy ，由與 ，因此，可以得到02 >y =2y  

0.57916。 

  利用這種處理方式，我們可獲得各配置點位置的 y 值。若需其他位置的 y 值，則

可利用本書第三章所介紹的插值法求之。需要求 y 的積分值，則可利用本書第六章所

介紹的高斯積分法 (Gauss Quadrature) 求之。 

第五節 正交配置法邊界條件的處理 
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  微分方程式的邊界條件通常可分為三大類，本節將以實例來說明使用正交配置法

時，邊界條件的處理方法。 

  考慮一常微分方程式為例 

xy
dx
dy

dx
yd 4232

2

=++  (10-5.1) 

其正確解為 
322

2
1 −++= −− xeCeCy xx  (10-5.2) 

  利用上一節所介紹的處理方法，方程式 (10-5.1) 可以被改寫成 

1,,2,1;423
2

1

2

1

+==+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑∑
+

=

+

=

NjxyyAyB jji

N

i
ji

N

i
iji L  (10-5.3) 

或將 及 移到方程式右側，改寫成 1y 1+Ny

22,22,1111

1

2

334)23( ++++

+

=

−−−−=++∑ NNjNNjjjj

N

i
jjijiji yAyByAyBxyAB δ  

 (10-5.4) 
其中 jiδ 稱為 Kronecker Delta，定義為 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
　　　

　　　　

ji
ji

ji ;0
;1

δ
　
 (10-5.5) 

  方程式 (10-5.4) 中， 及 通常利用邊界條件決定之，以下分別利用各種不

同的邊界條件加以說明。 
1y 2+Ny

1. 邊界條件 (I - I) 

 兩側邊界條件均為第一類 (Dirichlet) 邊界條件： 

BC1 ；0)0( =y 0=x  

BC2 ；1)1( =y 1=x  (10-5.6) 

 上式可改寫成 ，代入方程式 (10-5.4) 得到 1,0 21 == +Nyy

2,2,

1

2

34)23( ++

+

=

−−=++∑ NjNjj

N

i
ijijiji ABxyAB δ  

 或利用矩陣符號簡寫成 
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fyIAB =++ )23(  

 或進一步簡化，並寫成以下的矩陣方程式 

fyM =  (10-5.7) 

 其中 

2,2, 34

23

++ −−=

++=

NiNiii

jijijiji

ABxf

ABM δ
 

 方程式 (10-5.7) 代表一組線性聯立方程式，可利用高斯消去法解之。 

2. 邊界條件 (I - II) 

 原點側邊界條件為第一類邊界條件，在 1=x 位置之邊界條件為第二類邊界條

件： 
BC1 ；0)0( =y 0=x  

BC2 0)1( =y
dx
d

； 1=x  (10-5.8) 

 若以 表示，則得到 iy

0

0
2

1
,2

1

=

=

∑
+

=
+ i

N

i
iN yA

y
 

 由上式求得 為 2+Ny

∑
+

=
+

++
+ −=

1

2
,2

2,2
2

1 N

i
iiN

NN
N yA

A
y  

 代回方程式 (10-5.4)，得到 

1,,3,2

4)3(23
1

2
2,2,

2,2

,2

+=

=+−++∑
+

=
++

++

+

Nj

xyAB
A
A

AB ji

N

i
NiNi

NN

jN
jijiji

L

］［ δ
 

 或寫成 
fyM =  (10-5.9) 

 其中 
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ii

NiNi
NN

jN
ijijijij

xf

AB
A
A

ABM

4

)3(23 2,2,
2,2

,2

=

+−++= ++
++

+δ
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3. 邊界條件 (I - III) 

 原點側邊界條件為第一類邊界條件，在 1=x 位置之邊界條件為第三類邊界條

件： 
BC1 ；0)0( =y 0=x  

BC2 0=+ y
dx
dy

； 1=x  (10-5.10) 

 BC2 可利用一次導函數操作矩陣表示為 

0
2

1
2,2 =+∑

+

=
++

N

i
NiiN yyA  

 整理之，並利用 BC1 。可以得到 )0( 1 =y

∑
+

=
+

++
+ +

−=
1

2
,2

2,2
2 1

1 N

i
iiN

NN
N yA

A
y  

 代入方程式 (10-5.4) 得到 

ji

N

i NN

NjNjiN
jijiji xy

A
ABA

AB 4
1

)3(
23

1

2 2,2

2,2,,2 =
+

+
−++∑

+

= ++

+++
］［ δ  

 或以矩陣符號表示為 

fyM =  (10-5.11) 

 其中 

ii

NN

NjNjjN
ijijijij

xf

A
ABA

ABM

4

1
)3(

23
2,2

2,2,,2

=

+

+
−++=

++

+++δ
 

4. 邊界條件 (II - I) 

 原點側邊界條件為第二類邊界條件，在 1=x 位置之邊界條件為第一類邊界條

件： 

BC1 0=
dx
dy

； 0=x  

BC2 ；  (10-5.12) 1=y 1=x
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 仿以上處理，得到 

1)(1
2

1

2
12,1

11
1 =+−= +

+

=
+ ∑ N

N

i
iiN yyAA

A
y  

 或 
fyM =  (10-5.13) 

A
ABA

ABM iiij
ijijijij

)3(
23 11 +−++= δ  

11

112,1
2,2,

)3(
34

A
ABA

ABxf iiN
NiNiii

+
+−−= +

++  

5. 邊界條件 (II - II) 

 兩側邊界條件均為第二類邊界條件： 

BC1 0=
dx
dy

； 0=x  

BC2 0=
dx
dy

； 1=x  (10-5.14) 

 仿以上處理，得 及 分別為 1y 2+Ny

i

N

i NNNN

iNiN
N

i

N

i NNiN

iNNiNN

y
AAAA

AAAA
y

y
AAA

AAAA
y

∑

∑
+

= ++++

++
+

+

= ++++

++++

−

−
=

−

−
=

1

2 2,2112,11,2

11,2,211
2

1

2 2,212N,11,2

,22,112,2
1 A

］［

］［

 

 或將上式中括號內的表示式以 及 表示，並寫成 )1(
iM )2( +N

iM

∑

∑
+

=

+
+

+

=

=

=

1

2

)2(
2

1

2

)1(
1

N

i
i

N
iN

N

i
ii

yMy

yMy
 

 代入方程式 (10-5.4) 得到 

fyM =  (10-5.15) 

ii

N
jNiNijiiijijijij

xf

MABMABABM

4

)3()3(23 )2(
2,2,

)1(
11

=

++++++= +
++δ
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6. 邊界條件 (II - III) 

 原點側邊界條件為第二類邊界條件，在 1=x 位置之邊界條件為第三類邊界條件： 

BC1 0=
dx
dy

； 0=x  

BC2 0=+ y
dx
dy

； 1=x  (10-5.16) 

 BC1 及 BC2 分別可用微分操作矩陣寫成： 

0

0

2

1
2,2

2

1
1

=+

=

∑

∑
+

=
++

+

=

N

i
NiiN

N

i
ii

yyA

yA
 

 或整理成 

∑

∑
+

=
+++++

+

=
++

−=++

−=+

1

2
,222,211,2

1

2
122N.1111

)1(
N

i
iiNNNNN

N

i
iiN

yAyAyA

yAyAyA
 

 解以上聯立方程式，得 及 分別為 1y 2+Ny

  ∑∑
+

=

+

= ++++

++++ ≡
−+

−−
=

1

2

)1(
1

2 1,22,12,21111

2,211,22,1
1

N

i
iii

N

i NNNN

NNjjiNN yMy
AAAAA

AAAAA
y ］［  

∑∑
+

=

+
+

= ++++

++
+ ≡

−+

−
=

1

2

)2(
1

2 1,22,12,21111

,21111,2
2

N

i
i

N
ii

N

i NNNN

iNiN
N yMy

AAAAA
AAAA

y ］［  

 將上式代入方程式 (10-5.4) 得到 

fyM =  (10-5.17) 

 其中 

ii

N
jNiNijiiijijijij

xf

MABMABABM

4

)3()3()23( )2(
2,2,

)1(
11

=

++++++= +
++δ

 

7. 邊界條件 (III - III) 

 兩側邊界條件均為第三類邊界條件： 

10-34 



第 10 章 配重殘值法 

BC1 111 ξ=+
∂
∂ yh
x
yk ； 0=x  

BC2 222 ξ=+
∂
∂

− yh
x
yk ； 1=x  (10-5.18) 

 利用微分操作矩陣 A，即 ∑
+

=

=
2

1

)()(
N

i
ijij xyAx

dx
dy

，可將邊界條件改寫成 

222

2

1
,22

111

2

1
11

ξ

ξ

=+−

=+

+

+

=
+

+

=

∑

∑

N

N

i
iiN

N

i
ii

yhyAk

yhyAk
 

 整理成 及 的聯立線性方程式為 1y 2+Ny

)()()(

)()()(

1

2
,222222,2211,22

1

1
11122,1111111

∑

∑
+

=
+++++

+

=
++

+=+−+−

−=++

N

i
iiNNNNN

N

i
iiNN

yAkyhAkyAk

yAkyAkyhAk

ξ

ξ
 

 由以上二方程式，可聯立解得 及 分別為 1y 2+Ny

∆++−−

−+−=

∑
+

=
++++

+++

/)(

)(
1

2
,22,12112112,221

2,121122,2121

］　　　

［

N

i
iiNNiiNN

NNN

yAAkkAhkAAkk

AkhAky ξξξ

 

1,22,121212,21211212,21121

1

2
11,221,212,21121

1,2122111212

/)(

)(

++++++

+

=
+++

++

++−+−=∆

∆+−−−

++=

∑
NNNNNN

N

i
iiNiNiN

NN

AAkkhhAhkAhkAAkk

yAAkkAhkAAkk

AkhAky

］　　　

［ ξξξ

 

 或以符號代表，簡寫成 

∑

∑
+

=

+
+

+

=

+≡

+≡

1

2

)2(
2

1

2

)1(
1

N

i
i

N
iN

N

i
ii

yMy

yMy

β

α
 

 將上式代入方程式 (10-5.4)，可以得到 
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fyM =  (10-5.19) 

 其中 

βα

δ

)3()3(4

)3()3()23(

2,2,11

)2(
2,2,

)1(
11

++

+
++

+−+−=

++++++=

NiNiiiii

N
jNiNijiiijijijij

ABABxf

MABMABABM
 

  以上係根據常微分方程式 xy
dx
dy

dx
yd 4232

2

=++ 為例，所做的演導與說明，讀者針

對特定微分方程式求解時，可根據相同作法作適當處理。 

第六節 雅可必多項式與操作矩陣 

  正交配置法係採用正交多項式作為基礎函數，利用正交多項式的特性，簡化數學

配置法的處理程序。常用的正交多項式包括李根德多項式 (Legendre Polynomial) 及本

節所介紹的雅可必多項式 (Jacobi Polynomial) 等。以下針對雅可必多項式的特性及如

何利用其特性撰寫程式，作簡要說明。 

1. 雅可必多項式的基本定義 

 雅可必多項式是一種典型的正交多項式，其基本定義為 

1,,2,1,0;0)()()1(
1

0
−==−∫ NjdxxPxPxx Nj Lαβ  (10-6.1) 

 或表示成 

NixxP i
i

N

i

iN
N ,,2,1)1()(

0

),( L=−=∑
=

− γβα  (10-6.2) 

1,1
01 =

+
+++

⋅
+−

= − γγ
βα

βαγ ii
iN

i
iN  

 有關雅可必多項式的詳細說明，請參考工程數學書籍。 

2. 雅可必多項式的羅德芮格表示法 

 以羅德芮格方程式 (Rodrigues’ Formula) 表示，雅可必多項式可以寫成 

])1[(
)1(
)1()1()1(),( βαβαβα

β
β ++−
++Γ
+Γ−

=− NN
N

NN

N xx
dx
d

N
xxP  (10-6.3) 
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)1()1(
)1()1(

)1()(
0

),(

++Γ+++Γ
+Γ++++Γ

=

−=∑
=

−

ββα
ββαγ

γβα

iN
iNC

xxP

N
ii

i
N

i
i

iN
N

 

3. 雅可必多項式的循序計算公式表示法 

 雅可必多項式的循序計算公式 (Recurrence formula) 為 

0;),,()],,([ 021 =−−= −− ppNhpNgxp NNNNN βαβα  (10-6.4) 

 NNN
NN

N
N N

P
p γγ

γ
次多項式的首項係數== ,  

2,
)32()22)(12(

)1)(1)(1)(1(
)3()2(

1;0

1,]
1)12(

))((1[
2
1;

2
1

2

221

21

>
−++−++−++

−++−+−+−
=

++++
+++

==

>
−−++

−+
−=

++
+

=

N
NNN

NNNNh

hh

N
N

gg

N

N

βαβαβα
βαβα

βαβα
βααβ

βα
βαβα

βα
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4. 常見的雅可必多項式 

 常見的雅可必多項式如下表所示： 

 
α  β  N=0 N=1 N=2 N=3 

0 0 1 12 −x  166 2 +− xx  1123020 23 −+− xxx  
1 0 1 13 −x  1810 2 +− xx  1154535 23 −+− xxx  
2 0 1 14 −x  11015 2 +− xx  1186356 23 −+− xxx  

0 1 1 1
2
3

−x  15
6
25 2 +− xx  1

2
1515

4
35 23 −+− xxx  

1 1 1 12 −x  166 2 +− xx  192114 23 −+− xxx  

2 1 1 1
2
5

−x  17
6
49 2 +− xx  1

2
212821 23 −+− xxx  

 

例題 10-5 雅可必多項式之計算 
  試求 的值。 )98.0()0,0(

10P
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解：  

)(255252.0
)(2552433288.0

)(2552433289.0)98.0(

184756
!10!10

!20
)1()1(

)12(

2
)32)(12(4

)1(

2/1

)0,0(
10

)0,0(

2

多項式計算結果

循環式計算結果

正確解

−=
−=
−=

==
+Γ+Γ

+Γ
=

≥
−−

−
=

=

P

NN
N

N
NN

Nh

g

NN

N

N

γ  

5. 雅可必多項式與配置點 
 由雅可必多項式的循序計算公式  (Recurrence formula) )],,([ βαNgxp NN −=  

0,),,( 021 =− −− ppNhp NNN βα ；利用牛頓法求雅可必多項式的根作為配置點

時，假設已經知道 共 k 個解，要求第

ix

kxxx ,,, 21 L 1+k 個解時，可以利用輔助函

數 ，將已知的解 由多項式中先行去除

掉。再利用牛頓法解輔助函數 ，得到迭代式為 

∏=− −=
k

i iNkN xxxpG
1

)(/)( kxxx ,,, 21 L

KNG −

)(1,1,1 xxx ikik δ−= −++  (10-6.5) 

 其中 

121

21

1

)1(
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/
)(
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+′−′−=′
<<<<<<

−′
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NNNNNN
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i iN

N

NN
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xxx

xxp
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LLLL

δ

 

 執行時，令 為略大於 的數字，即0,1+kx kx ε+=+ kk xx 0,1 ；其中 ε 為一個很小的

值，例如 。雅可必多項式利用本節 [3] 的方程式計算，於計算求得 後，

讓 k 增加 1，再重複以上步驟。利用這種方法所建立的副程式如下所示。 

410−
1+kx

 
 
' ========================== 
' ROOTS OF JACOBI POLYNOMIAL 
' ========================== 
‘ Diff1 (I) = G (I) 
‘ Diff2 (I) = H (I) 
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‘ 
AlphaPlusBeta = Alpha + Beta 
AlphaMinusBeta = Beta - Alpha 
AlphaBeta = Beta * Alpha 
Diff1 (1) = (AlphaMinusBeta / (AlphaPlusBeta + 2) + 1) / 2  
Diff2 (1) = 0  
  
‘ Calculate G (I) & H (I) 
If N >= 2 Then 
    For I = 2 To N 
        IM1 = I - 1 
        Z = AlphaPlusBeta + 2 * IM1 
        Diff1 (I) = (AlphaPlusBeta * AlphaMinusBeta / Z / (Z + 2) + 1) / 2 
        If I = 2 Then 
            Diff2 (I) = (AlphaPlusBeta + AlphaBeta + IM1) / Z / Z / (Z + 1) 
        Else 
            Z = Z * Z 
            Y = IM1 * (AlphaPlusBeta + IM1) 
            Y = Y * (AlphaBeta + Y) 
            Diff2 (I) = Y / Z / (Z - 1) 
        End If 
    Next I 
End If 
 
' Newton’s Method to find ROOT 
X = 0 
For I = 1 To N 
    Do 
        XD = 0 
        XN = 1 
        XE = 0 
        XM = 0 
        For J = 1 To N 
            XP = (Diff1 (J) - X) * XN - Diff2 (J) * XD 
            XQ = (Diff1 (J) - X) * XM - Diff2 (J) * XE - XN 
            XD = XN 
            XE = XM 
            XN = XP 
            XM = XQ 
        Next J 
        ZC = 1 
        Z = XN / XM 
        If I > 1 Then 
            For J = 2 To I 
                ZC = ZC - Z / (X - Root (J - 1) ) 
            Next J 
        End If 
        Z = Z / ZC 
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        X = X - Z 
    Loop While (Abs (Z) > 0.000000001) 
    Root (I) = X 
    X = X + 0.0001 
Next I 
 
‘ To include ROOT at x= 0 and x=1 
If (N1 = 1) Then 
    For I = 1 To N 
        J = N + 1 - I 
        Root (J + 1) = Root (J) 
    Next I 
    Root (1) = 0 
End If 
If (N2 = 1) Then Root (ND) = 1 
 
‘ Print ROOTs for the Polynomial 
Print 
Print "** COLLOCATION POINTS:" 
Print 
For I = 1 To ND 
    Print Format (Root (I) , "  0.000000E+00  ") 
Next I 
 

 

6. 雅可必多項式的導函數 
 假設利用 [5] 中所介紹的牛頓法，可以得到雅可必多項式的 N+1 個根， ，jx

1,,2,1 += Nj L ，則可將雅可必多項式寫成 

∏
+

=
+ −=

1

1
1 )()(

N

i
iN xxxp  (10-6.6) 

 或改寫成循序計算式 

1,,2,1;)()()(
1)(

1

0

+=−=
=

− Njxpxxxp
xp

jjj L
 (10-6.7) 

 將上式微分，可以得到 

)()()()( 11 xpxpxxxp jjjj −− +′−=′  (10-6.8) 

)(2)()()( 11 xpxpxxxp jjjj −− ′+′′−=′′  (10-6.9) 

)(3)()()( 11 xpxpxxxp jjjj −− ′′+′′′−=′′′  (10-6.10) 
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 由於 0)()()( 000 =′′′=′′=′ xpxpxp ，因此，利用以上方程式，可以很快的求得在各配

置點位置上的導函數值。寫成副程式範例如下。 
 

 
‘ Prepare Derivatives of the Polynomial 
For I = 1 To ND 
    X = Root (I) 
    Diff1 (I) = 1 
    Diff2 (I) = 0 
    Diff3 (I) = 0 
    For J = 1 To ND 
        If J <> I Then 
            Y = X - Root (J) 
            Diff3 (I) = Y * Diff3 (I) + 3 * Diff2 (I) 
            Diff2 (I) = Y * Diff2 (I) + 2 * Diff1 (I) 
            Diff1 (I) = Y * Diff1 (I) 
        End If 
    Next J 
Next I 
 

7. 雅可必多項式與拉格蘭奇內插法 
 參考本書第三章數值內插法的說明，若已知 1,,2,1;),( += Niyx ii L ，則

可以利用拉格蘭奇內插法 (Lagrangian Interpolation) 寫成 )(xyN

∑
+

= ′−
==

1

1 )()(
)()(,)()()(

N

i ii
iiN xpxx

xpxxxyxy ｉll  (10-6.11) 

 利用這種方法所建立的內插法副程式如下所示。 
 

 
' ======================== 
' LAGRANGIAN INTERPOLATION 
' ======================== 
POL = 1 
For I = 1 To ND 
    YVA = X1 - Root (I) 
    XP (I) = 0 
    If YVA = 0 Then XP (I) = 1 
    POL = POL * YVA 
Next I 
If POL <> 0 Then 
    For I = 1 To ND 
        XP (I) = POL / Diff1 (I) / (X1 - Root (I) ) 
    Next I 
End If 
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8. 雅可必多項式與微分操作矩陣 
 根據拉格蘭奇內插方程式 (10-6.11)，取微分，可以得到 的一次及二次導函

數分別為 

)(xy

∑ ∑
+

=

≡′=
1

1

)()()()(
N

i i
ijiijij xyAxyxx

dx
dy

l  (10-6.12) 
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l  (10-6.13) 

 其中 
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 其中雅可必多項式的導函數 可以利用方程式 (10-6.8)、(10-6.9) 及 (10-

6.10) 求之。利用這種方法所建立的副程式如下所示。 

)()(
1 i

m
N xp +

 
 
Sub DefMatrix (ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect, A, B) 
' ============================= 
' DERIVATIVE OPERATION MATRICES 
' ============================= 
For I = 1 To ND 
    ID = 1 
    Call OpMatrix (I, ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect) 
    For J = 1 To ND 
        A (I, J) = Vect (J) 
    Next J 
    ID = 2 
    Call OpMatrix (I, ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect) 
    For J = 1 To ND 
        B (I, J) = Vect (J) 
    Next J 
Next I 
End Sub 
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Sub OpMatrix (I, ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect) 
' ================ 
' OPERATION MATRIX 
' ================ 
' --ENTRY POINT 
    For J = 1 To ND 
        If J = Index Then 
            If ID = 1 Then 
                Vect (J) = Diff2 (Index) / Diff1 (Index) / 2 
            Else 
                Vect (J) = Diff3 (Index) / Diff1 (Index) / 3 
            End If 
        Else 
            Y = Root (Index) - Root (J) 
            Vect (J) = Diff1 (Index) / Diff1 (J) / Y 
            If ID = 2 Then Vect (J) = Vect (J) * (Diff2 (Index) / Diff1 (Index) - 2 / Y) 
        End If 
    Next J 
End Sub 
 

 

9. 雅可必多項式與高斯數值積分 

 積分操作可以採用本書第六章所介紹之高斯積分法。 

∑∫
=

=≡
N

i
ii ydxxyxWI

1

1

0
)()( ω  (10-6.14) 

 其中，求出積分配重函數 iω ，即可計算積分結果。高斯雅可必配重函數為 

αβ )1()( xxxW −=  (10-6.15) 

]1[,,,2,1,]0[
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βα

ξξ

ξξ

βαω
 (10-6.16) 

 若 為積分配置點，則0=x 11 =ξ ，否則 01 =ξ 。 

 若 為積分配置點，則1=x 12 =ξ ，否則 02 =ξ 。 

10. 雷道與羅伯特數值積分 

 除了高斯積分法以外，雷道與羅伯特 (Radau and Lobatto) 積分法也是較常被使

用的數值積分方法。其配重函數為 
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 (10-6.17) 

 其中第一及第二式稱為雷道數值積分配重，第三式稱為羅伯特數值積分配重。 

第七節 線性問題的程式規劃 

  根據以上諸節的介紹，我們可擬定出利用正交配置法解微分方程式的幾項步驟： 

1. 紙上作業 
 由邊界條件縯導出 及 的表示式 ( 如本章第五節的說明 )。 1y 2+Ny
 利用微分操作矩陣 A及 B ，將微分方程式轉換成 

fyM =  

 並寫下 M 及 f 的表示方法。 

2. 程式規劃 

 決定使用的 N 值 ( 通常選用 4～10 間即可得到相當正確的解 )。 

 決定使用的正交級數種類。 
 設計程式找出正交多項式 的根)(xPN Njx j ,,2,1, L= ，作為配置點。 

 設計程式求出微分操作矩陣 A及 B 。 

 建立 M 及 f ，並將微分方程式改寫成聯立方程式。 

 利用高斯消去法解線性聯立方程式 fyM = ，求得配置點上的函數值 y 。 

 利用內插法以適當 x 間距列印 y 值。 
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例題 10-6 圓柱狀觸媒的徑向質傳及反應 

  考慮圓柱狀觸媒粒子的徑向質傳滲透及等溫一次非可逆反應模式。 

01 2
2

2

=Φ−+ y
dx
dy

xdx
yd  (10-7.1) 

  BC1 時，0=x 0=
dx
dy  

  BC2 時，  1=x 1=y

  其中 為無因次濃度，sCCy /= Rrx /= 為無因次半徑，Φ稱為希笠數。 

  試利用正交配置法求出 時，觸媒粒子內的穩定態濃度分布函數 ，並求

此觸媒粒子的有效度係數。 

4=Φ )(xy

∫=
1

0

2ydxη  

解：  
  由 BC1 可知濃度分布對 對稱，因此，可將座標轉換成 ，使處理過程簡

化。 

0=x 2x=ξ

  令 ，則原微分方程式可被轉換成 2x=ξ

y
d
dy

d
yd

4

2

2

2 Φ
=+

ξξ
ξ  (10-7.2) 

  BC1 0=ξ 時， 有限值 =y

  BC2 1=ξ 時，  1=y

  利用微分操作矩陣 A 及 B，將上式寫成 

1

,,3,2,1;0)
4

(

1

1

1

2

1

=

==
Φ

−+

+

+

=
∑

N

N

j
jijijij

y

NiyAB Lδξ
 

TOP-DOWN 設計 

 副程式 Jacobi, DefMatrix, RadauLabotto 及 LagrangianInterpolation 的詳細說明，請

見本節對應部分之說明。 

 副程式 GAUSS 請見本書第五章說明。 
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 本程式可用於解一次元滲透—反應問題；幾何形狀包括平板、圓柱體及球形座標。 
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程式列印 
 

 
'****************************************" 
' SOLUTION OF LINEAR B.V.P.-O.D.E. 
' BY  ORTHOGONAL  COLLOCATION 
'****************************************" 
' 
' Program Developed by Dr. Ron Hsin Chang 
' Copyright 1986, 2001 
' 
' Example 10-6 
' 
Sub OrthogonalCollocationBVPODE (Xpos, Ypos) 
Dim AC (50, 50) , Z (50) , Coef (50) , XP (50) As Double 
Dim Diff1 (50) , Diff2 (50) , Diff3 (50) , Root (50) As Double 
Dim A (50, 50) , B (50, 50) , W (50) As Double 
Dim Vect (50) As Double 
' 
'-- Enter Basic Data for Collocation Method 
' 
Call CollocationBasicData (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, NoColloPoints, Diff1, Diff2, 
Diff3, Root, Vect, A, B, W) 
' 
' ==DEFINE THE PROBLEM 
' 
Cls 
THM = Val (InputBox ("> THIELE MODULUS = ?", "THIELE MODULUS", THM, Xpos, Ypos) ) 
For I = 1 To NoColloPoints 
    For J = 1 To NoColloPoints 
        AC (I, J) = 4 * (Root (I) * B (I, J) + (GeoFact + 1) / 2 * A (I, J) ) 
    Next J 
    AC (I, I) = AC (I, I) - THM * THM 
    Z (I) = 0 
Next I 
For J = 1 To NoColloPoints 
    AC (NoColloPoints, J) = 0 
Next J 
 
AC (NoColloPoints, NoColloPoints) = 1 
Z (NoColloPoints) = 1 
NEQN% = NoColloPoints 
' 
' ELIMINATION to find the Solution 
' 
Call Gauss (NEQN%, AC, Z, Coef, Flag) 
' 
' Print Out the Results 
' 
Print 
Print "** SOLUTION " 
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Print 
For I = 1 To NEQN% 
    Print Format (Coef (I) , "  0.000000E+00") ; 
    If (Int (I / 5) - I / 5) = 0 Then Print 
Next I 
Print 
' 
' ==INTERPOLATION AT FIXED POINTS 
' 
Print 
Print 
Print "** SOLUTION AT FIXED GRIDPOINTS" 
Print 
For IT = 1 To 11 
    X = (IT - 1) / 10 
    X1 = X * X 
    Call LagrangianInterpolation (NoColloPoints, Root, X1, XP, Diff1) 
    YVA = 0 
    For J = 1 To NoColloPoints 
        YVA = YVA + XP (J) * Coef (J) 
    Next J 
    Print Format (X, "0.00E+00    ") ; 
    Print Format (YVA, "   0.000000E+00") 
Next IT 
' 
' Calculate the Effectiveness Factor 
' 
EFF = 0 
For I = 1 To NoColloPoints 
    EFF = EFF + W (I) * Coef (I) 
Next I 
Print ">>> EFFECTIVENESS FACTOR ="; 
Print Format (EFF, " 0.00000000E+00") 
Print 
Print "============END============" 
End Sub 
 
 
Sub CollocationBasicData (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, NoColloPoints, Diff1, 
Diff2, Diff3, Root, Vect, A, B, W) 
' 
'   Basic Data for Collocation Method 
' 
'   GeoFact S   = 0-planar; 1-cylinder; 2-sphere" 
'   Alpha         = 1 
'   Beta        = (GeoFact - 1) /2 
'   N          = Number of Interior Collocation Points 
'   N1         = 1 if x=0 is a collocation point, otherwise N1=0 
'   N2          = 1 if x=1 is a collocation point, otherwise N2=0 
'   NoColloPoints   = Total number of collocation points, = N + N1 + N2 
'   Diff1         = First order derivative vector 
'   Diff2        = Second order derivative vector 
'   Diff3          = Third order derivative vector 
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'   Root        = Root of Jacobi Polynomial, Collocation Points 
'   Vect         = Operation vector 
'   A           = First order derivative matrix 
'   B           = Second order derivative matrix 
'   W            = Radau Lobatto quadrature weights 
' 
Cls 
Call GeoFactor (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, NoColloPoints) 
' 
' ==CALL JACOBI to find collocation points 
' 
Call Jacobi (Alpha, Beta, NoColloPoints, N, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root) 
MsgBox ("Ready to Continue") 
' 
' ==CALL DEFMAT to define operation matrix 
' 
Cls 
Call DefMatrix (ID, NoColloPoints, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect, A, B) 
MsgBox ("Ready to Continue") 
' 
' ==RADAU AND LOBATTO QUADRATURE 
' 
Call RadauLobatto (Xpos, Ypos, N1, N2, NoColloPoints, Root, Diff1, Vect, W, Alpha, Beta) 
MsgBox ("Ready to Continue") 
End Sub 
 
 
Sub GeoFactor (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, ND) 
' 
'** DEFINE THE JACOBI POLYNOMIAL " 
'   Generally, ALPHA=1, BETA= (S-1) /2" 
'   GeoFact S = 0-planar; 1-cylinder; 2-sphere" 
' 
Print "** GEOMETRIC FACTOR **" 
Print " S = 0 for Planar" 
Print " S = 1 for Cylinder" 
Print " S = 2 for Sphere" 
Print 
 
GeoFact = Val (InputBox ("  S     = ", "Geometric Factor", GeoFact, Xpos, Ypos) ) 
Print "Geometric Factor S = "; GeoFact 
 
Alpha = Val (InputBox ("  Alpha = ", "Alpha", 1, Xpos, Ypos) ) 
Print "Alpha = "; Alpha 
 
Beta = Val (InputBox ("  Beta = ", "BETA", (GeoFact - 1) / 2, Xpos, Ypos) ) 
Print "Beta = "; Beta 
 
N = Val (InputBox (">> NUMBER OF COLLOCATION POINTS:", "Collocation Points", N, Xpos, 
Ypos) ) 
Print "Number of Collocation Points N = "; N 
 
Print 
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Print "   BOUNDARY COLLOCATION POINT (S) :" 
Print "   0=not a collocation point" 
Print "   1= is a collocation point" 
 
N1 = Val (InputBox ("Collocation at X=0     (0/1) ? ", "Collocation @ X=0", N1, Xpos, Ypos) ) 
Print "N1 = "; N1 
 
N2 = Val (InputBox ("Collocation at X=1     (0/1) ? ", "Collocation @ X=1", N2, Xpos, Ypos) ) 
Print "N2 = "; N2 
 
ND = N + N1 + N2 
End Sub 
 
 
Sub RadauLobatto (Xpos, Ypos, N1, N2, NoColloPoints, Root, Diff1, Vect, W, AlphaP, BetaP) 
' 
' ==RADAU AND LOBATTO QUADRATURE 
' 
Cls 
Print 
Print ">> RADAU & LOBATTO QUADRATURE" 
Print "ID=1 Radau quad. weights including x=1" 
Print "ID=2 Radau quad. weights including x=0" 
Print "ID=3 Lobatto quad wieghts including both" 
Print "WEIGHT FUNCTION W (X) = (1-X) ^APLHA*X^BETA" 
Print 
If N1 * N2 = 1 Then 
    ID = 3 
    Alpha = AlphaP - 1 
    Beta = BetaP - 1 
ElseIf N1 = 1 Then 
    ID = 2 
    Alpha = AlphaP 
    Beta = BetaP - 1 
Else 
    ID = 1 
    Alpha = AlphaP - 1 
    Beta = BetaP 
End If 
Print "ID = "; ID 
 
Alpha = Val (InputBox ("  Alpha = ", "Alpha", Alpha, Xpos, Ypos) ) 
Print "Alpha = "; Alpha 
 
Beta = Val (InputBox ("  Beta = ", "BETA", Beta, Xpos, Ypos) ) 
Print "Beta = "; Beta 
Print 
 
Call RadauQuadratureWeights (ID, NoColloPoints, Root, N1, N2, Diff1, Vect, Alpha, Beta) 
Print "** VECTOR W:" 
Print 
For I = 1 To NoColloPoints 
    W (I) = Vect (I) 
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    Print Format (W (I) , "   0.0000E+00") ; 
Next I 
End Sub 
 
 
Sub Jacobi (Alpha, Beta, ND, N, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root) 
' ========================== 
' ROOTS OF JACOBI POLYNOMIAL 
' ========================== 
AlphaPlusBeta = Alpha + Beta 
AlphaMinusBeta = Beta - Alpha 
AlphaBeta = Beta * Alpha 
 
Diff1 (1) = (AlphaMinusBeta / (AlphaPlusBeta + 2) + 1) / 2 
Diff2 (1) = 0 
 
If N >= 2 Then 
    For I = 2 To N 
        IM1 = I - 1 
        Z = AlphaPlusBeta + 2 * IM1 
        Diff1 (I) = (AlphaPlusBeta * AlphaMinusBeta / Z / (Z + 2) + 1) / 2 
        If I = 2 Then 
            Diff2 (I) = (AlphaPlusBeta + AlphaBeta + IM1) / Z / Z / (Z + 1) 
        Else 
            Z = Z * Z 
            Y = IM1 * (AlphaPlusBeta + IM1) 
            Y = Y * (AlphaBeta + Y) 
            Diff2 (I) = Y / Z / (Z - 1) 
        End If 
    Next I 
End If 
' 
X = 0 
For I = 1 To N 
    Do 
        XD = 0 
        XN = 1 
        XE = 0 
        XM = 0 
        For J = 1 To N 
            XP = (Diff1 (J) - X) * XN - Diff2 (J) * XD 
            XQ = (Diff1 (J) - X) * XM - Diff2 (J) * XE - XN 
            XD = XN 
            XE = XM 
            XN = XP 
            XM = XQ 
        Next J 
        ZC = 1 
        Z = XN / XM 
        If I > 1 Then 
            For J = 2 To I 
                ZC = ZC - Z / (X - Root (J - 1) ) 
            Next J 
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        End If 
        Z = Z / ZC 
        X = X - Z 
    Loop While (Abs (Z) > 0.000000001) 
    Root (I) = X 
    X = X + 0.0001 
Next I 
 
If (N1 = 1) Then 
    For I = 1 To N 
        J = N + 1 - I 
        Root (J + 1) = Root (J) 
    Next I 
    Root (1) = 0 
End If 
If (N2 = 1) Then Root (ND) = 1 
 
Print 
Print "** COLLOCATION POINTS:" 
Print 
For I = 1 To ND 
    Print Format (Root (I) , "  0.000000E+00  ") 
Next I 
 
For I = 1 To ND 
    X = Root (I) 
    Diff1 (I) = 1 
    Diff2 (I) = 0 
    Diff3 (I) = 0 
    For J = 1 To ND 
        If J <> I Then 
            Y = X - Root (J) 
            Diff3 (I) = Y * Diff3 (I) + 3 * Diff2 (I) 
            Diff2 (I) = Y * Diff2 (I) + 2 * Diff1 (I) 
            Diff1 (I) = Y * Diff1 (I) 
        End If 
    Next J 
Next I 
End Sub 
 
 
Sub DefMatrix (ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect, A, B) 
' ============================= 
' DERIVATIVE OPERATION MATRICES 
' ============================= 
For I = 1 To ND 
    ID = 1 
    Call OpMatrix (I, ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect) 
    For J = 1 To ND 
        A (I, J) = Vect (J) 
    Next J 
    ID = 2 
    Call OpMatrix (I, ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect) 
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    For J = 1 To ND 
        B (I, J) = Vect (J) 
    Next J 
Next I 
 
Print 
Print "** MATRIX A:" 
Print 
For I = 1 To ND 
    For J = 1 To ND 
        Print Format (A (I, J) , "  0.00000E+00") ; 
    Next J 
    Print 
Next I 
Print 
 
Print "** MATRIX B:" 
Print 
For I = 1 To ND 
    For J = 1 To ND 
        Print Format (B (I, J) , "  0.00000E+00") ; 
    Next J 
    Print 
Next I 
End Sub 
 
 
Sub OpMatrix (Index, ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect) 
 
' ================ 
' OPERATION MATRIX 
' ================ 
' --ENTRY POINT 
If ID = 3 Then 
    Call GaussQuadratureWeights (ND, Root, N1, N2, Diff1, Vect) 
Else 
    For J = 1 To ND 
        If J = Index Then 
            If ID = 1 Then 
                Vect (J) = Diff2 (Index) / Diff1 (Index) / 2 
            Else 
                Vect (J) = Diff3 (Index) / Diff1 (Index) / 3 
            End If 
        Else 
            Y = Root (Index) - Root (J) 
            Vect (J) = Diff1 (Index) / Diff1 (J) / Y 
            If ID = 2 Then Vect (J) = Vect (J) * (Diff2 (Index) / Diff1 (Index) - 2 / Y) 
        End If 
    Next J 
End If 
End Sub 
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Sub GaussQuadratureWeights (ND, Root, N1, N2, Diff1, Vect) 
' =========================== 
' GAUSSIAN QUADRATURE WEIGHTS 
' =========================== 
Y = 0 
For J = 1 To ND 
    X = Root (J) 
    AX = X * (1 - X) 
    If N1 = 0 Then AX = AX / X / X 
    If N2 = 0 Then AX = AX / (1 - X) / (1 - X) 
    Vect (J) = AX / Diff1 (J) / Diff1 (J) 
    Y = Y + Vect (J) 
Next J 
For J = 1 To ND 
    Vect (J) = Vect (J) / Y 
Next J 
End Sub 
 
 
Sub RadauQuadratureWeights (ID, ND, Root, N1, N2, Diff1, Vect, Alpha, Beta) 
' ======================== 
' RADAU QUADRATURE WEIGHTS 
' ======================== 
Sum = 0 
For I = 1 To ND 
    X = Root (I) 
    Select Case ID 
        Case 1 
            AX = X 
            If N1 = 0 Then AX = 1 / AX 
        Case 2 
            AX = 1 - X 
            If N2 = 0 Then AX = 1 / AX 
        Case 3 
            AX = 1 
    End Select 
    Vect (I) = AX / Diff1 (I) / Diff1 (I) 
Next I 
 
If ID <> 2 Then Vect (ND) = Vect (ND) / (1 + Alpha) 
If ID > 1 Then Vect (1) = Vect (1) / (1 + Beta) 
 
For I = 1 To ND 
    Sum = Sum + Vect (I) 
Next I 
 
For I = 1 To ND 
    Vect (I) = Vect (I) / Sum 
Next I 
End Sub 
 
 
Sub LagrangianInterpolation (ND, Root, X1, XP, Diff1) 
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' ======================== 
' LAGRANGIAN INTERPOLATION 
' ======================== 
POL = 1 
For I = 1 To ND 
    YVA = X1 - Root (I) 
    XP (I) = 0 
    If YVA = 0 Then XP (I) = 1 
    POL = POL * YVA 
Next I 
If POL <> 0 Then 
    For I = 1 To ND 
        XP (I) = POL / Diff1 (I) / (X1 - Root (I) ) 
    Next I 
End If 
End Sub 
 
 
Sub Gauss (N, A, Z, Coef, Flag) 
' 
'   ******************** 
'     SUBROUTINE GAUSS 
'   ******************** 
' 
Flag = 0 
 
'-----START 
 
For I = 1 To N - 1 
    BIG = Abs (A (I, I) ) 
    L% = I: Rem L%= BIG ELEM. 
    IP1 = I + 1 
 
'-----CHECK FOR BIG 
     
    For J = IP1 To N 
        If (Abs (A (J, I) ) > BIG) Then 
            BIG = Abs (A (J, I) ) 
            L% = J 
        End If 
    Next J 
    If (BIG = 0!) Then 
        Flag = 1 
        Exit For 
    End If 
 
'-----PIVOT 
     
    If (L% <> I) Then 
        For J = 1 To N 
            HOLD = A (L%, J) 
            A (L%, J) = A (I, J) 
            A (I, J) = HOLD 
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        Next J 
        HOLD = Z (L%) 
        Z (L%) = Z (I) 
        Z (I) = HOLD 
    End If 
 
'-----ELIMINATION 
     
    For J = IP1 To N 
        TEMP = A (J, I) / A (I, I) 
        For K = IP1 To N 
            A (J, K) = A (J, K) - TEMP * A (I, K) 
        Next K 
            Z (J) = Z (J) - TEMP * Z (I) 
    Next J 
Next I 
 
'-----BACK SUBSTITUTION 
 
If Flag = 0 Then 
    If (A (N, N) = 0) Then 
        Flag = 1 
    Else 
        Coef (N) = Z (N) / A (N, N) 
        For I = N - 1 To 1 Step -1 
            TEMP = 0 
            For J = I + 1 To N 
                TEMP = TEMP + A (I, J) * Coef (J) 
            Next J 
            Coef (I) = (Z (I) - TEMP) / A (I, I) 
        Next I 
    End If 
End If 
 
'-----RETURN TO USER'S PROGRAM 
 
If (Flag = 1) Then 
    Print "ERROR: Matrix singular !!" 
End If 
End Sub 
 

 

副程式使用方法說明 

1. 副程式 Sub OrthogonalCollocationBVPODE (Xpos, Ypos) 

 為使用者必須針對所要處理的問題所自行編寫的程式部分。包括呼叫副程式

CollocationBasicData，建立操作矩陣方程式，呼叫線性方程式求解副程式 Gauss，

利用副程式 RadauLobatto 求積分值，及利用副程式 LagrangianInterpolation 作線性
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內插。 

2. 副程式 Sub CollocationBasicData (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, 

NoColloPoints, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect, A, B, W) 
 用於宣告問題之參數。並主動呼叫以下副程式 

GeoFactor (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, NoColloPoints) 
Jacobi (Alpha, Beta, NoColloPoints, N, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root) 
DefMatrix (ID, NoColloPoints, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect, A, B) 
RadauLobatto (Xpos, Ypo, N1, N2, NoColloPoints, Root, Diff1, Vect, W, Alpha, 
Beta) 

 Xpos 及 Ypos 為對話方塊絕對位置。 

3. 副程式 Sub GeoFactor (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, ND) 

 用於宣告問題之參數。 

 呼叫後，傳回 GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2,及配置點數 ND。 
 
GeoFact = 0 平板 
GeoFact = 1 圓柱體 
GeoFact = 2 球體 
N1=1   x=0 為配置點 
N2=1   x=1 為配置點 

4. 副程式 Sub Jacobi (Alpha, Beta, ND, N, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root) 

 用於計算配置點。 

 使用時先給定 Alpha, Beta, N, N1, N2，及配置點數 ND。 

 呼叫副程式後，傳回配置點 Root(I) 及微分操作陣列 Diff1, Diff2 及 Diff3。 

5. 副程式 Sub RadauLobatto (Xpos, Ypos, N1, N2, NoColloPoints, Root, Diff1, Vect, 

W, Alpha, Beta) 
 用於計算 Radau & Lobatto 積分配重函數。 

 使用時先給定 N1, N2，配置點數 NoColloPoints，配置點 Root (I) 及一階微分操

作陣列 Diff1 (I)。Alpha 及 Beta 為 Jacobi 副程式中之 Alpha 及 Beta。 

 呼叫副程式後，傳回配置點位置之積分配重函數 W(I)。 

 此程式中，計算 Radau & Lobatto 配重積分式所使用的 Alpha 及 Beta 於程式中修
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改之，會傳回由使用者確認。 

6. 副程式 Sub DefMatrix (ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect, A, B) 

 用於計算微分操作矩陣 A 及 B。 

 使用時先給定 N1, N2，配置點數 ND，配置點 Root(I)，微分操作陣列 Diff1(I)，

Diff2(I), Diff3(I) 及 Vect(I)。 

 呼叫副程式後，傳回微分操作矩陣 A 及 B。 

7. 副程式 Sub LagrangianInterpolation (ND, Root, X1, XP, Diff1) 

 用於計算內插值。詳本書第三章。 

8. 副程式 Sub Gauss (N, A, Z, Coef, Flag) 

 用於解聯立線性方程式，詳本書第四章。 

 使用時先給定方程式數目 N，係數矩陣 A，及常數陣列 Z。 

 呼叫副程式後，傳回錯誤旗號 Flag 及解答 Coef(I)。 

程式執行結果 
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結果討論 

1. 不同座標系統的滲透—反應問題，只需改變 S 的輸入值，利用本程式即可直接

求解。 
2. 應注意在本問題中已作座標轉換，令 ；轉換後的方程式解，在轉回原方程

式時，要先作 處理。 

2x=ξ
2x=ξ

3. 測試結果顯示 N 值選擇 3 以上，所得結果都相當一致。且由於計算簡單，利用

單準及倍準計算所得結果並無明顯差別。 

4. 若所考慮問題的統制方程式不是下列型式時，  

y
d
dys

d
yd

42
)1( 2

2

2 Φ
=

+
+

ξξ
ξ  

 請仿本例先演導建立 fyM = 的方程式，並修正以上所附的程式中 Sub 

OrthogonalCollocationBVPODE 中的使用者定義程式區塊--DEFINE THE PROBLEM

部分即可。 

5. 由於有效度係數 (Effectiveness factor) 的定義，在本問題中為 
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∫∫ ==
1

0

1

0

2 ξη ydydx  

 即積分式配重函數 ，故程式執行時令配重函數為 ，其

中的參數

1)( =xW βα xxxW )1()( −=

α 及 β均為 0。 

第八節 非線性常微分方程式 

  非線性常微分方程式基本上分成三大類：(1) 線性常微分方程式，邊界條件非線

性；(2) 非線性常微分方程式，邊界條件為線性；(3) 非線性常微分方程式，非線性邊

界條件。但仿以上各節處理後，這三類非線性常微分方程式均可變成一組聯立的非線

性代數方程式，利用本書所介紹的牛頓拉福森法或割線法即可仿以上各節求得 y 。以

下利用實例說明之。 

例題 10-7 圓柱狀觸媒的徑向質傳及反應 ( 設計問題 D-X) 
  考慮例 10-6 所討論的質傳滲透及等溫反應系統，但所進行反應為等溫二次非可逆

反應，其數學模式為： 

01 22
2

2

=Φ−+ y
dx
dy

xdx
yd  (10-8.1) 

  BC1 時，0=x 0=
dx
dy  

  BC2 時，  1=x 1=y

  試設計程式利用正交配置法求出 4=Φ 時，觸媒粒子內的穩定態濃度分布函數

，並求其有效度係數。 )(xy

∫=
1

0

2ydxη  

解：  
  仿例 10-6，進行座標變換 ，將方程式 (10-8.1) 轉換成 2x=ξ

2
2

2

2

4
y

d
dy

d
yd Φ

=+
ξξ

ξ  (10-8.2) 

  BC1 0=ξ 時， 有限值 =y
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  BC2 1=ξ 時，  1=y
  利用微分操作矩陣 A及 B ，將上式改寫成 

1

,,3,2,1;
4

)(

1

2
21

1
1

=

=
Φ

=+

+

+

=
∑

N

jij

N

j
jijij

y

NiyyAB Lδξ
 (10-8.3) 

  建立一組聯立非線性代數方程式。 

TOP-DOWN 設計 

 副程式 Jacobi, DefMatrix, RadauLabotto 及 LagrangianInterpolation 的詳細說明，請

見以上說明。 

 副程式 Sub Newton 是非線性聯立方程式的求解附程式，其說明詳見本書第五

章。 

 函數副程式標準型式為 

∑
=

−=
N

j
ij fZjiCIDZ

1

),()(  

 即 fyMF −≡  

 割線法迭代所需的初值，本程式利用線性函數提供，為 NiZi /= 。 

程式列印 
 

 
' ========================================= 
' SOLUTION OF NONLINEAR B.V.P.-O.D.E 
' BY ORTHOGONAL COLLOCATION 
' ========================================= 
' 
' Program Developed by Dr. Ron Hsin Chang 
' Copyright 1986, 2001 
' 
' Example 10-7 
' 
Sub OrthogonalCollocationBVPODE (Xpos, Ypos) 
' 
Dim AC (50, 50) , Z (50) , COEF (50) , XP (50) As Double 
Dim Diff1 (50) , Diff2 (50) , Diff3 (50) , Root (50) As Double 
Dim A (50, 50) , B (50, 50) , W (50) As Double 
Dim Vect (50) , DZ (50) As Double 
Cls 
' 
' ==Enter Basic Data 
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' 
Call CollocationBasicData (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, NoColloPoints, Diff1, Diff2, 
Diff3, Root, Vect, A, B, W) 
' 
' ==DEFINE THE PROBLEM 
' 
Cls 
Thm = Val (InputBox ("> THIELE MODULUS = ?", "THIELE MODULUS", Thm, Xpos, Ypos) ) 
For I = 1 To NoColloPoints - 1 
    For J = 1 To NoColloPoints 
        AC (I, J) = Root (I) * B (I, J) + (GeoFact + 1) / 2 * A (I, J) 
    Next J 
Next I 
For J = 1 To NoColloPoints - 1 
    AC (NoColloPoints, J) = 0 
Next J 
AC (NoColloPoints, NoColloPoints) = 1 
NEQN% = NoColloPoints 
ID = 0 
 
'    ----------------------------- 
'      CALL NEWTON RAPHSON SECANT 
'    ----------------------------- 
' 
 
Call Newton (NEQN%, NoColloPoints, AC, Z, DZ, Thm, Itmax, ED, EZ, EX) 
 
Print 
Print "** SOLUTION " 
Print 
For I = 1 To NEQN% 
    Print Format (Z (I) , "  0.00000E+00") ; 
    If (Int (I / 5) - I / 5) = 0 Then Print 
Next I 
Print 
' 
' ==INTERPOLATION AT FIXED POINTS 
' 
Print 
Print 
Print "** SOLUTION AT FIXED GRIDPOINTS" 
Print 
Print "**X********Y***" 
For IT = 1 To 11 
    X = (IT - 1) / 10 
    X1 = X * X 
    Call LagrangianInterpolation (NoColloPoints, Root, X1, XP, Diff1) 
    YVA = 0 
    For J = 1 To NoColloPoints 
        YVA = YVA + XP (J) * Z (J) 
    Next J 
    Print Format (X, " 0.##    ") ; 
    Print Format (YVA, "   0.000000E+00") 
Next IT 
 
' ==EFFECTIVENESS FACTOR 
EFF = 0 
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For I = 1 To NoColloPoints 
    EFF = EFF + W (I) * Z (I) * Z (I) 
Next I 
Print ">>> EFFECTIVENESS FACTOR ="; 
Print Format (EFF, " 0.00000000E+00") 
Print 
Print "============END============" 
End Sub 
 
 
Sub DefineFunction (ND, AC, Z, DZ, Thm) 
' =================== 
' FUNCTION SUBROUTINE 
' =================== 
 
For IK = 1 To ND - 1 
    DZ (IK) = 0 
    For JK = 1 To ND 
        DZ (IK) = DZ (IK) + AC (IK, JK) * Z (JK) 
    Next JK 
    DZ (IK) = DZ (IK) - Thm * Thm / 4 * Z (IK) * Z (IK) 
Next IK 
 
DZ (ND) = 0 
 
For JK = 1 To ND 
    DZ (ND) = AC (ND, JK) * Z (JK) 
Next JK 
 
DZ (ND) = DZ (ND) - 1 
End Sub 
 
 
Sub CollocationBasicData (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, NoColloPoints, Diff1, 
Diff2, Diff3, Root, Vect, A, B, W) 
' 
'   Basic Data for Collocation Method 
' 
'   GeoFact S        = 0-planar; 1-cylinder; 2-sphere" 
'   Alpha         = 1 
'   Beta         = (GeoFact - 1) /2 
'   N           = Number of Interior Collocation Points 
'   N1            = 1 if x=0 is a collocation point, otherwise N1=0 
'   N2           = 1 if x=1 is a collocation point, otherwise N2=0 
'   NoColloPoints    = Total number of collocation points, = N + N1 + N2 
'   Diff1           = First order derivative vector 
'   Diff2           = Second order derivative vector 
'   Diff3           = Third order derivative vector 
'   Root          = Root of Jacobi Polynomial, Collocation Points 
'   Vect          = Operation vector 
'   A             = First order derivative matrix 
'   B            = Second order derivative matrix 
'   W            = Radau Lobatto quadrature weights 
' 
Cls 
Call GeoFactor (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, NoColloPoints) 
' 
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' ==CALL JACOBI to find collocation points 
' 
Call Jacobi (Alpha, Beta, NoColloPoints, N, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root) 
MsgBox ("Ready to Continue") 
' 
' ==CALL DEFMAT to define operation matrix 
' 
Cls 
Call DefMatrix (ID, NoColloPoints, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect, A, B) 
MsgBox ("Ready to Continue") 
' 
' ==RADAU AND LOBATTO QUADRATURE 
' 
Call RadauLobatto (Xpos, Ypos, N1, N2, NoColloPoints, Root, Diff1, Vect, W, Alpha, Beta) 
MsgBox ("Ready to Continue") 
End Sub 
 
 
Sub GeoFactor (Xpos, Ypos, GeoFact, Alpha, Beta, N, N1, N2, ND) 
' 
'  BASIC DATA for Collocation Method 
' 
'  ** DEFINE THE JACOBI POLYNOMIAL " 
'   Generally, ALPHA=1, BETA= (S-1) /2" 
'   S=0-planar; 1-cylinder; 2-sphere" 
' 
Print "** GEOMETRIC FACTOR **" 
Print " S = 0 for Planar" 
Print " S = 1 for Cylinder" 
Print " S = 2 for Sphere" 
Print 
 
GeoFact = Val (InputBox ("  S     = ", "Geometric Factor", GeoFact, Xpos, Ypos) ) 
Print " S selected = "; GeoFact 
 
Alpha = Val (InputBox ("  Alpha = ", "Alpha", 1, Xpos, Ypos) ) 
Print " Alpha = "; Alpha 
 
Beta = Val (InputBox ("  Beta = ", "BETA", (GeoFact - 1) / 2, Xpos, Ypos) ) 
Print " Beta =  "; Beta 
 
N = Val (InputBox (">> NUMBER OF COLLOCATION POINTS:", "Collocation Points", N, Xpos, 
Ypos) ) 
Print " Number of interior collocation Points N = "; N 
 
Print "   BOUNDARY COLLOCATION POINT (S) :" 
Print "   0=not a collocation point" 
Print "   1= is a collocation point" 
 
N1 = Val (InputBox ("Collocation at X=0     (0/1) ? ", "Collocation @ X=0", N1, Xpos, Ypos) ) 
Print "N1 = "; N1 
 
N2 = Val (InputBox ("Collocation at X=1     (0/1) ? ", "Collocation @ X=1", N2, Xpos, Ypos) ) 
Print "N2 = "; N2 
 
ND = N + N1 + N2 
End Sub 
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Sub RadauLobatto (Xpos, Ypos, N1, N2, NoColloPoints, Root, Diff1, Vect, W, AlphaP, BetaP) 
' 
' ==RADAU AND LOBATTO QUADRATURE 
' 
Cls 
 
Print 
Print ">> RADAU & LOBATTO QUADRATURE" 
Print "ID=1 Radau quad. weights including x=1" 
Print "ID=2 Radau quad. weights including x=0" 
Print "ID=3 Lobatto quad wieghts including both" 
Print "WEIGHT FUNCTION W (X) = (1-X) ^APLHA*X^BETA" 
Print 
 
If N1 * N2 = 1 Then 
    ID = 3 
    Alpha = AlphaP - 1 
    Beta = BetaP - 1 
ElseIf N1 = 1 Then 
    ID = 2 
    Alpha = AlphaP 
    Beta = BetaP - 1 
Else 
    ID = 1 
    Alpha = AlphaP - 1 
    Beta = BetaP 
End If 
Print "ID = "; ID 
 
Alpha = Val (InputBox ("  Alpha = ", "Alpha", Alpha, Xpos, Ypos) ) 
Print "Alpha = "; Alpha 
 
Beta = Val (InputBox ("  Beta = ", "BETA", Beta, Xpos, Ypos) ) 
Print "Beta = "; Beta 
Print 
 
Call RadauQuadratureWeights (ID, NoColloPoints, Root, N1, N2, Diff1, Vect, Alpha, Beta) 
Print 
Print "** VECTOR W:" 
Print 
For I = 1 To NoColloPoints 
    W (I) = Vect (I) 
    Print Format (W (I) , "   0.00000E+00") ; 
Next I 
End Sub 
 
 
Sub Newton (NEQN%, NoColloPoints, AC, Z, DZ, Thm, Itmax, ED, EZ, EX) 
Cls 
Call InitialGuess (NoColloPoints, Z) 
Call ErrorCriteria (Itmax, ED, EX, EZ) 
Call NewtonRaphsonSecant (NEQN%, NoColloPoints, AC, Z, DZ, Thm, Itmax, ED, EZ, EX) 
End Sub 
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Sub InitialGuess (ND, Z) 
' 
' ==INITIAL GUESSES 
' 
For I = 1 To ND 
    Z (I) = (I / ND) 
Next I 
End Sub 
 
 
Sub ErrorCriteria (Itmax, ED, EX, EZ) 
' 
' SET ERROR CRITERION 
' 
' ED=Value of determinant considered to be zero for checking whither the matrix is singular, 
'     usually taken as 1E-30 
' EX=Step length for partial derivative estimations, function evaluated at (1+-EX) *Z 
' EZ=Acceptable relative error in Z 
' ITMAX=Maximum number of iterations allowed 
' 
Itmax = 30 
ED = 1E-32 
EX = 0.00000001 
EZ = 0.00000001 
End Sub 
 
 
Sub NewtonRaphsonSecant (N, ND, AC, Z, DZ, Thm, Itmax, ED, EZ, EX) 
' 
'   ----------------------------------- 
'     SUBROUTINE NEWTON RAPHSON SECANT 
'   ----------------------------------- 
' 
Dim AJ (50, 50) , BB (50) , Z2 (50) , MP (50) , MQ (50) As Double 
Iter% = 0 
 
Do 
    Call Jacobian (N, ND, AC, AJ, BB, Z, DZ, EX, Thm) 
    Call Trixee (N, AJ, BB, DZ, ED, DET, ConvergentFlag) 
     
    If ConvergentFlag = 0 Then 
        Print "** Matrix singular in nonlinear equations solver, DELTA = "; DET 
        N = -N 
        Exit Do 
    End If 
     
    Call DefineFunction (ND, AC, Z, DZ, Thm) 
     
    For L1 = 1 To N 
        Z2 (L1) = 0 
        For KH = 1 To N 
            Z2 (L1) = Z2 (L1) + AJ (L1, KH) * DZ (KH) 
        Next KH 
        Z2 (L1) = Z (L1) - Z2 (L1) 
    Next L1 
     
    For KS = 1 To N 
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        If (Abs ( (Z2 (KS) - Z (KS) ) / Z (KS) ) - EZ) <= 0 Then 
            ConvergentFlag = ConvergentFlag 
        Else 
            ConvergentFlag = ConvergentFlag + 1 
        End If 
    Next KS 
     
    If ConvergentFlag = 1 Then 
        Exit Do 
    Else 
        Iter% = Iter% + 1 
        For I = 1 To N 
            Z (I) = Z2 (I) 
        Next I 
    End If 
Loop While Iter% < Itmax 
 
If ConvergentFlag > 1 Then 
    Print "** Poor convergence in nonlinear system equation solver, ITER = "; Iter% 
    N = -N 
End If 
End Sub 
 
 
Sub Jacobian (N, ND, AC, AJ, BB, Z, DZ, EX, Thm) 
' 
'   ----------------------- 
'     SUBROUTINE JACOBIAN 
'   ----------------------- 
' 
For I = 1 To N 
    XX = Z (I) 
    Z (I) = XX * (1 - EX) 
    X1 = Z (I) 
    Call DefineFunction (ND, AC, Z, DZ, Thm) 
    For J = 1 To N 
        BB (J) = DZ (J) 
    Next J 
    Z (I) = XX * (1 + EX) 
    X2 = Z (I) 
    Call DefineFunction (ND, AC, Z, DZ, Thm) 
    For J = 1 To N 
        AJ (J, I) = (DZ (J) - BB (J) ) / (X2 - X1) 
    Next J 
    Z (I) = XX 
Next I 
End Sub 
 
 
Sub Trixee (N, AJ, BB, DZ, ED, DET, KSG) 
' 
'   --------------------- 
'     SUBROUTINE TRIXEE 
'   --------------------- 
'   SIMULTANEOUS EQNS. SOLVER 
' 
Dim MP (50) , MQ (50) As Double 
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DET = 1 
 
'  -- DETERMINE PIVOTAL ELEMENT 
 
For K = 1 To N 
    PIV = 0 
    For I = K To N 
        For J = K To N 
            If (Abs (AJ (I, J) ) > Abs (PIV) ) Then 
                 PIV = AJ (I, J) 
                 MP (K) = I 
                 MQ (K) = J 
            End If 
        Next J 
    Next I 
    DET = DET * PIV 
    If (Abs (DET) <= ED) Then 
        KSG = 0 
        Exit For 
    End If 
    KSG = 1 
 
'  -- TRANSPOSITION OF THE PIVOTAL ROW WITH THE KTH ROW 
     
    If (MP (K) <> K) Then 
        For J = 1 To N 
            K1 = MP (K) 
            Call SWAP (AJ (K1, J) , AJ (K, J) ) 
        Next J 
    End If 
 
'  -- TRANSPOSITION OF THE PIVOTAL COLUMN WITH THE KTH COLUMN 
     
    If (MQ (K) <> K) Then 
        For I = 1 To N 
            K2 = MQ (K) 
            Call SWAP (AJ (I, K2) , AJ (I, K) ) 
        Next I 
    End If 
 
'  -- JORDAN TRANSFORMATION 
     
    For J = 1 To N 
        If J = K Then 
            BB (J) = 1 / PIV 
            DZ (J) = 1 
        Else 
            BB (J) = -AJ (K, J) / PIV 
            DZ (J) = AJ (J, K) 
        End If 
        AJ (K, J) = 0 
        AJ (J, K) = 0 
    Next J 
    For I = 1 To N 
        For J = 1 To N 
            AJ (I, J) = AJ (I, J) + DZ (I) * BB (J) 
        Next J 

  10-69 



 

    Next I 
Next K 
 
'  REARRANGEMENT OF THE MATRIX 
 
If KSG = 1 Then 
    For K = 1 To N 
        K3 = N - K + 1 
        If (MP (K3) <> K3) Then 
            DET = -DET 
            For I = 1 To N 
                K4 = MP (K3) 
                Call SWAP (AJ (I, K4) , AJ (I, K3) ) 
            Next I 
        End If 
        If MQ (K3) <> K3 Then 
            DET = -DET 
            For J = 1 To N 
                K5 = MQ (K3) 
                Call SWAP (AJ (K5, J) , AJ (K3, J) ) 
            Next J 
        End If 
    Next K 
End If 
End Sub 
 
 
Sub Jacobi (Alpha, Beta, ND, N, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root) 
' ========================== 
' ROOTS OF JACOBI POLYNOMIAL 
' ========================== 
 
AlphaPlusBeta = Alpha + Beta 
AlphaMinusBeta = Beta - Alpha 
AlphaBeta = Beta * Alpha 
 
Diff1 (1) = (AlphaMinusBeta / (AlphaPlusBeta + 2) + 1) / 2 
Diff2 (1) = 0 
 
If N >= 2 Then 
    For I = 2 To N 
        IM1 = I - 1 
        Z = AlphaPlusBeta + 2 * IM1 
        Diff1 (I) = (AlphaPlusBeta * AlphaMinusBeta / Z / (Z + 2) + 1) / 2 
        If I = 2 Then 
            Diff2 (I) = (AlphaPlusBeta + AlphaBeta + IM1) / Z / Z / (Z + 1) 
        Else 
            Z = Z * Z 
            Y = IM1 * (AlphaPlusBeta + IM1) 
            Y = Y * (AlphaBeta + Y) 
            Diff2 (I) = Y / Z / (Z - 1) 
        End If 
    Next I 
End If 
' 
X = 0 
For I = 1 To N 
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    Do 
        XD = 0 
        XN = 1 
        XE = 0 
        XM = 0 
        For J = 1 To N 
            XP = (Diff1 (J) - X) * XN - Diff2 (J) * XD 
            XQ = (Diff1 (J) - X) * XM - Diff2 (J) * XE - XN 
            XD = XN 
            XE = XM 
            XN = XP 
            XM = XQ 
        Next J 
        ZC = 1 
        Z = XN / XM 
        If I > 1 Then 
            For J = 2 To I 
                ZC = ZC - Z / (X - Root (J - 1) ) 
            Next J 
        End If 
        Z = Z / ZC 
        X = X - Z 
    Loop While (Abs (Z) > 0.000000001) 
    Root (I) = X 
    X = X + 0.0001 
Next I 
 
If (N1 = 1) Then 
    For I = 1 To N 
        J = N + 1 - I 
        Root (J + 1) = Root (J) 
    Next I 
    Root (1) = 0 
End If 
If (N2 = 1) Then Root (ND) = 1 
 
Print 
Print "** COLLOCATION POINTS:" 
Print 
For I = 1 To ND 
    Print Format (Root (I) , "  0.000000E+00") 
Next I 
 
For I = 1 To ND 
    X = Root (I) 
    Diff1 (I) = 1 
    Diff2 (I) = 0 
    Diff3 (I) = 0 
    For J = 1 To ND 
        If J <> I Then 
            Y = X - Root (J) 
            Diff3 (I) = Y * Diff3 (I) + 3 * Diff2 (I) 
            Diff2 (I) = Y * Diff2 (I) + 2 * Diff1 (I) 
            Diff1 (I) = Y * Diff1 (I) 
        End If 
    Next J 
Next I 
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End Sub 
 
 
Sub DefMatrix (ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect, A, B) 
' ============================= 
' DERIVATIVE OPERATION MATRICES 
' ============================= 
 
For I = 1 To ND 
    ID = 1 
    Call OpMatrix (I, ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect) 
    For J = 1 To ND 
        A (I, J) = Vect (J) 
    Next J 
    ID = 2 
    Call OpMatrix (I, ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect) 
    For J = 1 To ND 
        B (I, J) = Vect (J) 
    Next J 
Next I 
 
Print 
Print "** MATRIX A:" 
Print 
For I = 1 To ND 
    For J = 1 To ND 
        Print Format (A (I, J) , "  0.00000E+00") ; 
    Next J 
    Print 
Next I 
Print 
Print "** MATRIX B:" 
Print 
For I = 1 To ND 
    For J = 1 To ND 
        Print Format (B (I, J) , "  0.00000E+00") ; 
    Next J 
    Print 
Next I 
End Sub 
 
 
Sub OpMatrix (I, ID, ND, N1, N2, Diff1, Diff2, Diff3, Root, Vect) 
' ================ 
' OPERATION MATRIX 
' ================ 
 
' --ENTRY POINT 
If ID = 3 Then 
    Call GaussQuadratureWeights (ND, Root, N1, N2, Diff1, Vect) 
Else 
    For J = 1 To ND 
        If J = I Then 
            If ID = 1 Then 
                Vect (J) = Diff2 (I) / Diff1 (I) / 2 
            Else 
                Vect (J) = Diff3 (I) / Diff1 (I) / 3 
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            End If 
        Else 
            Y = Root (I) - Root (J) 
            Vect (J) = Diff1 (I) / Diff1 (J) / Y 
            If ID = 2 Then Vect (J) = Vect (J) * (Diff2 (I) / Diff1 (I) - 2 / Y) 
        End If 
    Next J 
End If 
End Sub 
 
 
Sub GaussQuadratureWeights (ND, Root, N1, N2, Diff1, Vect) 
' =========================== 
' GAUSSIAN QUADRATURE WEIGHTS 
' =========================== 
Y = 0 
For J = 1 To ND 
    X = Root (J) 
    AX = X * (1 - X) 
    If N1 = 0 Then AX = AX / X / X 
    If N2 = 0 Then AX = AX / (1 - X) / (1 - X) 
    Vect (J) = AX / Diff1 (J) / Diff1 (J) 
    Y = Y + Vect (J) 
Next J 
For J = 1 To ND 
    Vect (J) = Vect (J) / Y 
Next J 
End Sub 
 
 
Sub RadauQuadratureWeights (ID, ND, Root, N1, N2, Diff1, Vect, Alpha, Beta) 
' ======================== 
' RADAU QUADRATURE WEIGHTS 
' ======================== 
Sum = 0 
For I = 1 To ND 
    X = Root (I) 
    Select Case ID 
        Case 1 
            AX = X 
            If N1 = 0 Then AX = 1 / AX 
        Case 2 
            AX = 1 - X 
            If N2 = 0 Then AX = 1 / AX 
        Case 3 
            AX = 1 
    End Select 
    Vect (I) = AX / Diff1 (I) / Diff1 (I) 
Next I 
If ID <> 2 Then Vect (ND) = Vect (ND) / (1 + Alpha) 
If ID > 1 Then Vect (1) = Vect (1) / (1 + Beta) 
For I = 1 To ND 
    Sum = Sum + Vect (I) 
Next I 
For I = 1 To ND 
    Vect (I) = Vect (I) / Sum 
Next I 
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End Sub 
 
 
Sub LagrangianInterpolation (ND, Root, X1, XP, Diff1) 
' ======================== 
' LAGRANGIAN INTERPOLATION 
' ======================== 
POL = 1 
For I = 1 To ND 
    YVA = X1 - Root (I) 
    XP (I) = 0 
    If YVA = 0 Then XP (I) = 1 
    POL = POL * YVA 
Next I 
If POL <> 0 Then 
    For I = 1 To ND 
        XP (I) = POL / Diff1 (I) / (X1 - Root (I) ) 
    Next I 
End If 
End Sub 
 
 
Sub SWAP (PAR1, PAR2) 
Temp = PAR1 
PAR1 = PAR2 
PAR2 = Temp 
End Sub  
 

 

副程式使用方法說明 

1. 副程式 Sub OrthogonalCollocationBVPODE (Xpos, Ypos) 

 為使用者必須針對所要處理的問題所自行編寫的程式部分。包括呼叫副程式

CollocationBasicData，建立操作矩陣方程式，呼叫非線性方程式求解副程式 

 Newton，利用副程式 RadauLobatto 求積分值，及利用副程式 LagrangianInterpolation 

 作線性內插。 

2. 副程式 Sub DefineFunction (ND, AC, Z, DZ, Thm) 

 為使用者必須針對所要處理的問題所自行編寫的函數定義部分。 

3. 副程式 Sub Newton (NEQN%, NoColloPoints, AC, Z, DZ, Thm, Itmax, ED, EZ, EX) 

 利用牛頓拉福森割線法解非線性聯立方程式。詳見本書第五章說明。 

程式執行結果 

  內部配置點數 N=3 
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  內部配置點數 N=5 
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結果討論 

1. 表 10.3 顯示配置點數不同時，比較計算所得結果之正確性。由計算結果可以發

現， 以上，誤差均小於 0.1%。N=5 時，誤差已經小於 。取更高的 N 值

並無太大意義。 

3≥N 610−

表 10.3 配置點數與解答之正確性比較 
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圖 10.3 解答之正確性比較 

2. 微分方程式 01 22
2

2

=Φ−+ y
dx
dy

xdx
yd

計算所需使用的最小 N 值，可以利用數量級

分析作判斷。假設函數的數量級可以用 O[--]表示： 

22222
2

2

)()()1( Φ≈Φ=Φ=+ yOyO
dx
dy

xdx
ydO  (10-8.4) 

 又因方程式的解可以表示成 

∑
=

− +−=−+=
N

i

N
N

i
iN xaxaxy

1

2)1(22 )1(1 LL  

 由於 
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NxN
dx
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NNxNN
dx
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N

N

−
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 因此， 

2
2

2

4~)1(Max N
dx
dy

xdx
yd
+  (10-8.5) 

 由方程式 (10-8.4) 及 (10-8.5) 可以得到 或224 Φ≈N
2
Φ

>N 即可得到相當正確的

解答。 

3. 根據本例題我們可發現非線性邊界值問題的解法，基本上與線性問題的邏輯完

全相同，唯一的差別在於聯立方程式的解法不同而已。但由於非線性代數方程

式必須利用迭代法求解，因此，解題所需計算次數遠較線性問題多。 

4. 在本程式中，已經將一次元滲透及反應問題的一般模式寫成 

)(2
2

2

yf
dx
dy

x
s

dx
yd

Φ=+  (10-8.6) 

 利用座標轉換 ，得到 2x=ξ

)(
42

1 2

2

2

yf
d
dys

d
yd Φ

=
+

+
ξξ

ξ  

 為直交座標， 為圓柱座標，0=s 1=s 2=s 為球形座標。 
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5. 有效係數η可改寫成 

∑∫∫ =
+

==
−

+

i
ii

s
s fyfWdyf

f
sdxyf

f
)1(/)()(

)1(
1

2
1)(

)1(
1 1

0

)
2

1
(1

0

)1( ξξη  (10-8.7) 
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習題 

 1. 考慮例 10-2， 1)1(,1)0(,10;0)1( ==<<=+ θθξ
ξ
θψθ

ξ
］［

d
d

d
d

；假設方程式中的參數

1=ψ 時； 

(a) 試證明若利用數學配置法求解，且只取一個配置點時，可以得到 

2
1 317.0317.1 ξξθ −=  

(b) 試證明若利用數學配置法求解，且當 N=2 時，所得到結果為 
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32
2 1916.05992.04076.1 ξξξθ +−=  

(c) 試證明若利用葛勒金法且只取 N=1 時，所得到結果為 

2
1 326.0326.1 ξξθ −=  

(d) 試證明若利用慣量法且取 N=1 時，所得到結果為 

2
1 3

1
3
4 ξξθ −=  

(e) 試證明若利用慣量法且當 N=2 時，所得到結果為 

32
2 4

1
4
3

2
3 ξξξθ +−=  

(f) 試作表比較各方法之差異。何者最佳？ 

 2. 考慮例 10-2， 1)1(,1)0(,10;0)1( ==<<=+ θθξ
ξ
θψθ

ξ
］［

d
d

d
d

；假設方程式中的參數

1=ψ 時；若假設基礎函數的階次 N>2，且配重積分函數採用葛勒金法； 

(a) 試仿照本章第二節所介紹的方式，將未定係數方程式寫成下列形式： 

CpaBpA ⋅=⋅+ )(  

(b) 利用高斯消去法求解陣列a，並建立θ與 ξ關係。 

(c) 利用Excel試算表程式求解陣列a，並建立θ與 ξ關係。 

 3. 若 10=ψ ，試重做問題 2。 

 4. 利用正交配置法重解問題 2。 

 5. 試算表程式對於重複性的運算是相當容易使用的工具，仿圖 10.2(a) 及圖 10.2(b) 

的試算表程式，解同一問題 

∫∫ ==

≥=
∂
∂

==

=−+

1

0

1

0

2

2

2

0,1,1:

0

duydxy

k
u

yyuBC

py
du
dy

du
ydu

NNN

k

k

η

有限值處在  

(a) 修改程式為 N=10，並與 N=3 及 N=5 的結果作比較。 

(b) 修改程式為使用葛勒金法，N=3, 5, 10。 
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(c) 修改程式為使用慣量法，N=3, 5, 10。 

(d) 比較各種方法所得結果的差異。 
 6. 假設一微分方程式 的邊界條件為 0),( =uyL

1@2BC

0@1BC

222

111

==+
∂
∂

−

==+
∂
∂

−

uyh
u
yk

uyh
u
yk

ξ

ξ
 

  令此微分方程式的 N 階近似解為  jjj

N

i

i
iN khNuuay /,

1

0

==∑
+

=

(a) 試將微分方程式的 N 階近似解為 代入邊界條件 BC1 及 BC2 中，

並求解 及 。 

∑
+

=

=
1

0

N

i

i
iN uay

0a 1a

(b) 試證明微分方程式的 N 階近似解可以寫成以下一般式 

[ ]∑
+

=

++++++=
1

2
22,122,01,11,0 )()(

N

i

i
iN NuuuiNuiuauy ϕϕϕϕ  

 其中 

2

2
2

212121

21
2,1

212121

1221
1,1

212121

21
2,0

212121

122121
1,0

k
h

Nu

hkkhhh
kh

hkkhhh
hh

hkkhhh
kk

hkkhhh
kkh

=

++
−

=

++
−

=

++
−

=

++
++

=

ϕ

ξξ
ϕ

ϕ

ξξξ
ϕ

 

(c) 利用以上結果，考慮在下列邊界條件時 

1@,12BC
0@,0/1BC

==
==

xy
xdxdy

 

 試證明微分方程式的 N 階近似解可以用下列方程式表示 
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∑
=

−−+=
N

i

i
iN xaxy

1

12 )1(1  

 7. 核反應器所使用的燃料棒，基本上是由圓柱狀可分裂的放射性物質外覆鋯合金所

構成，燃料棒的溫度分布可利用以下的微分方程式描述： 

)(1
2

2

rS
dr
dT

rdr
Tdke −=+ ］［  

  其中 為多孔狀氧化鈾粒子的有效熱傳導係數，r 表半徑位置，S 為分裂反應所伴

生的能量。假設 
ek

2

0
)(5.01)(

R
r

Tk
rS

e
+=  

  時，0=r 0=
dr
dT

； Rr = 時， 0TT =  

(a) 令
0

0

T
TT −

=θ ， Rr /=ξ ，將原方程式轉換成 

2
2

2

2
111 θ

ξ
θ

ξξ
θ

−−=+
d
d

d
d  

 BC1 0=ξ 時， 0=
ξ
θ

d
d  

 BC2 0=ξ 時， 1=θ  

(b) 試證明θ的理論解為 

32
9

432

24

+−−=
ξξθ  

(c) 試利用配重殘值法解此問題，並與理論解作比較。 

 8. 近年來由於空氣污染管制法執行愈來愈嚴格，化工界急於尋找最有效率且經濟的

觸媒，以便由汽車廢氣中，有效地將未完全燃燒的碳氫化合物、一氧化碳及一氧

化氮去除。經過研究發現，活性鉬金屬可將這三種污染物去除，而在這類觸媒

上，CO 的氧化或 NO 的還原，均可利用 Langmuir-Hinshelwood 模式描述 

2)1(
)()(

kC
CkCCR

+
+′

=  
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  球形觸媒粒子的質傳及反應模式為 

)()(1 22
2 CR

dr
dCr

dr
d

r
Φ=  

  BC1 時，0=r 0=
dr
dC  

  BC2 1=r 時，  1=C

  試利用正交配置法求其濃度分布及觸媒粒子的有效度係數與希笠模數Φ的關係。

值範圍由 0.1 至 100，所得結果並作圖於全對數紙上。 Φ

 9. 考慮問題 8，若反應物濃度極低時，則 CkCR ′≅)( ，則微分方程式可簡化成 

C
dr
dCr

dr
d

r
22

2 )(1
Φ=  

  BC1 時，0=r 0=
dr
dC  

  BC2 1=r 時， ］［ 1−=− CB
dr
dC

i  

  其中 BC2 是考慮外界質傳所得結果，試利用正交配置法解下列情況。 
 

 A B C D E 
K 1 10 100 100 100 
k′  0 0 0 1 10 

 

10. 考慮問題 8，由於活性鉬金屬價格相當昂貴，因此，有人建議為了提高觸媒使用

效率，所使用觸媒只有外層殼狀部分均勻地含浸活性金屬，而內部則完全沒有活

性金屬原子。其數學模式分為二部分 

  含浸觸媒的活性層 

1
212

2 )(1 C
dr

dC
r

dr
d

r
Φ=  

  BC1 時，0=r ］［ 11
1 −=− CB

dr
dC

i  

  BC2 ρ=r 時，
dr

dC
dr

dC 21 =  

  只有觸媒單體的中心層 
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0)(1 22
2 =

dr
dC

r
dr
d

r
 

  BC3 ρ=r 時，  21 CC =

  BC4 時，0=r 02 =
dr

dC  

  若 及 值仍選擇與問題 8 相同，試比較其有效度係數及濃度分布情況。 iB Φ

11. 絕熱管狀反應器的軸向熱傳導及滲透問題，可以利用以下聯立微分方程式表示 

[6]： 

0),(1

0),(1

2

2

2

2

=−−

=−−

TCR
dx
dT

dx
Td

Bo

TCR
dx
dC

dx
Cd

Pe

β
 

  BC1 時，0=x 11
−=C

dx
dC

Pe
 

  BC2 時，0=x 11
−=T

dx
dT

Bo
 

  BC3 時，1=x 0=
dx
dC  

  BC4 時，1=x 0=
dx
dT  

(a) 試利用正交配置法將上列方程式改寫成 fyM = 的型式，並求出 及 的表

示式。 

ijM if

(b) 若 18,10,05.0 ===−= EBoPeβ ，且 

)]/11(exp[4),( TECTCR −=  

 試建立程式計算無因次濃度 C 及溫度 T 的分布情況。 

(c) 若 100== BoPe ，試重作 (b) 部分。 

12. 球形觸媒若考慮內部濃度及溫度梯度對其活性的影響 [6]，則質量及能量平衡方

程式分別可寫成 

］［

］［

)11(exp2

)11(exp2

2
2

2

2
2

2

T
C

dx
dT

xdx
Td

T
C

dx
dC

xdx
Cd

−⋅Φ−=+

−⋅Φ=+

γβ

γ
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  BC1 時，0=x 0=
dx
dC  

  BC2 時，0=x 0=
dx
dT  

  BC3 時，  1=x 1=C

  BC4 時，1=x 1=T  

  以上方程式可合併成 

］［
)1(1

)1(exp2 2
2

2

C
CC

dx
dC

xdx
Cd

−+
−

⋅Φ=+
β

αβ  

  BC1 時，0=x 0=
dx
dC  

  BC2 時，  1=x 1=C

  Weisz and Hicks[7] 發現 4.0,30 == βα ，且 3.0=Φ 時，會存在三組解。 

(a) 利用正交配置法將上式改寫成以下型式： 

fyM =  

(b) 所得的非線性聯立方程式，試利用不同的啟始假設值，搜尋找出三組解。 

13. 重做例 10-7 所考慮之二次非可逆反應 

2
2

2

2

4
y

d
dy

d
yd Φ

=+
ξξ

ξ  

  BC1 在 0=ξ 時， 有限值 =y

  BC2 在 1=ξ 時， 。 1=y

  試建立程式求以下結果； 

(a) 不同 值時的濃度分布曲線 Φ

(b) η與 之關係 ( ) Φ ∫=
1

0

2ydxη

  考慮 值範圍由 0.1 至 100，所得結果並作圖於全對數紙上。 Φ

14. 試利用正交配置法解例 9-5。 

0)(2
2

2

=−−+ ATTr
kbdr

dT
dr

Tdr η  

  BC1 ，  1rr = BTT =
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  BC2 ，2rr = )( ATT
dr
dTk −=− η  

   或寫成無因次方程式 

θηθ
θ

θαθθ

1
1

2

2

2

,2BC

1,11BC

0

r
dZ
dk

r
r

Z

Z

Z
dZ
d

dZ
dZ

=−=

==

=−+

 

  其中 

kb
r 2
12η

α =  

15. 試利用正交配置法解例 9-6。請嘗試改變正交配置法中的α 及 β值，使配置點大部

分集中在接近 處，否則將使濃度 y 變成不合理的負值 (y 必須大於或等於

0)。 

1=x

0)101(802 6

2

2

=−−+
−

ydx
dy

xdx
yd  

BC1   ，  0=x 0=
dx
dy  

BC2    ，  1=x 1=y  
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